
Итоги науки и техники. Современная математика и ее приложения.
Тематические обзоры. Том 126 (2014). С. 62–95

УДК 514.7

ПОЧТИ ГЕОДЕЗИЧЕСКИЕ ОТОБРАЖЕНИЯ

ПРОСТРАНСТВ АФФИННОЙ СВЯЗНОСТИ

c© 2014 г. В. БЕРЕЗОВСКИЙ, Й. МИКЕШ

Аннотация. Работа посвящена дальнейшему исследованию
теории почти геодезических отображений пространств аффин-
ной связности, введенных Н. С. Синюковым.

СОДЕРЖАНИЕ

1. Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
2. О классификации почти геодезических отображений про-

странств аффинной связности . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
3. Почти геодезические канонические отображения первого

типа пространств аффинной связности . . . . . . . . . . . . 66
4. О специальных почти геодезических отображениях перво-

го типа пространств аффинной связности . . . . . . . . . . 71
5. Почти геодезические отображения второго типа . . . . . . 79
6. Почти геодезические отображения третьего типа . . . . . . 84
7. О смежных классах почти геодезических отображений и

преобразований . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
Список литературы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

Работа выполнена при поддержке гранта Грантового Агентства Чешской Рес-
публики № P201/11/0356.

ISSN 0233–6723 c© ВИНИТИ, 2014



ПОЧТИ ГЕОДЕЗИЧЕСКИЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 63

1. Введение

Работа посвящена дальнейшему исследованию теории почти гео-
дезических отображений пространств аффинной связности. Эта тео-
рия идейно восходит к работе Т. Леви-Чивиты [90]. Он поставил и
решил (в специальной системе координат) задачу о нахождении ри-
мановых пространств с общими геодезичекими. Примечательно, что
она была связана с изучением уравнений динамики механических
систем.

Затем теория геодезических отображений развивалась в работах
Томаса, Вейля, Широкова, Солодовникова, Синюкова, Микеша и др.
[40, 42, 43, 49, 56, 84, 88, 92, 99, 112, 113].

Вопросы, поднятые при изучении геодезических отображений, бы-
ли развиты Каганом, Врэнчану, Рашевским, Шапиро, Веденяпиным
и другими. Перечисленными авторами найдены специальные классы
(n− 2)-проективных пространсв (см. [20, 27, 49, 112, 113]).

А. З. Петровым [41] было введено понятие квазигеодезических
отображений. Специальными квазигеодезическими отображениями,
в частности, являются голоморфно-проективные отображения келе-
ровых пространств, рассмотренные первоначально Отцуки, Тасиро
[100, 111], Прванович [101] и другими (см. [1, 24, 28, 34, 49, 50, 61, 62,
87, 88, 93, 99, 112, 113]).

Естественным обобщением этих классов отображений являются
почти геодезические отображения, введенные Н. С. Синюковым [44,
45, 46, 47, 48, 49, 50]. Им же выделены три типа почти геодезических
отображений (π1, π2, π3).

В посленее время были получены новые результаты, которые не
влючены в обзорную статью Синюкова [50], вышедшую около 30 лет
тому назад.

2. О классификации почти геодезических отображений

пространств аффинной связности

Напомним основные понятия и теоремы теории почти геодезиче-
ских отображений пространств аффинной связности, изложенные
Н. С. Синюковым в [44, 46, 48, 49, 50].

Рассмотрим пространство аффинной связности An без кручения,
отнесенное к локальной системе координат x1, x2, . . . , xn с объектом
связности Γ

h
ij(x).
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Кривая ℓ : xh
= xh

(t) пространства аффинной связности An,
n > 2, называется почти геодезической линией, если ее касательный
вектор lh = dxh/dt удовлетворяет уравнениям

lh2 = a(t) · lh + b(t) · lh1 , (2.1)

где lh1 ≡ lh,α l
α, lh2 ≡ lh1,α l

α, запятая обозначает ковариантное диффе-
ренцирование по связности пространства An, a(t) и b(t) — некоторые
функции указанного аргумента.

Отображение π пространства аффинной связности An на про-
странство аффинной связности ¯An называется почти геодезическим

отображением, если каждая геодезическая линия пространства An

переходит в почти геодезическую геодезическую линию простран-
ства ¯An.

Теорема 1 (Н. С. Синюков [49]). Для того чтобы отображение

An на ¯An было почти геодезическим, необходимо и достаточно,

чтобы в общей по отображению системе координат x1, x2, . . . , xn

тензор деформации связностей P h
ij =

¯
Γ

h
ij − Γ

h
ij удовлетворял тож-

дественно относительно x1, x2, . . . , xn и l1, l2, . . . , ln условиям

(P h
αβ,γ + P h

δαP
δ
βγ)lαlβlγ = b P h

αβl
αlβ + a lh, (2.2)

где Γ
h
ij,

¯
Γ

h
ij — компоненты объекта аффинной связности An ( ¯An),

l1, l2, . . . , ln — компоненты некоторого вектора, a и b — некоторые

инварианты, зависящие от x1, x2, . . . , xn и l1, l2, . . . , ln.

В соответствии с характером зависимости инвариантов a и b от
l1, l2, . . . , ln Синюков выделил три типа почти геодезических отобра-
жений π1, π2 и π3:

1) отображение π : An → ¯An является почти геодезическим типа
π1, если выполнются условия

P h
(ij,k) + Pα

(ijP
h
k)α = δh

(iajk) + b(iP
h
jk), (2.3)

где aij — некоторый симметрический тензор, bi — некоторый
ковектор;

2) отображение π : An → ¯An является почти геодезическим типа
π2, если выполняются условия

P h
ij = δh

(iψj) + F h
(iφj), (2.4)

F h
(i,j) + F h

αF
α
(iφj) = δh

(iµj) + F h
(i̺j), (2.5)

где ψi, φi, µi, ̺i — некоторые векторы, F h
i — аффинор;
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3) отображение π : An → ¯An является почти геодезическим типа
π3, если выполняются условия

P h
ij = δh

(iψj) + φh
øij , (2.6)

φh
,i = φhθi + ̺δh

i , (2.7)

где φh, ψi, θi — некоторые весторы, øij — некоторый симметри-
ческий тензор и ̺ — некоторый инвариант.

Заметим, что указанные типы почти геодезических отображений
могут пересекаться.

В плоском пространстве ¯An почти геодезические линии являются
кривыми, принадлежащими двумерным плоскостям. Поэтому про-
странства An, допускающие почти геодезическое отображение на
плоское пространство ¯An, являются (n−2)-проективными простран-
ствами ([112, 27]). Их называют (n−2)-проективными пространства-
ми первого, второго или третьего типа в соответствии с типами отоб-
ражений π1, π2 и π3.

Бесконечно малое преобразование пространства An

x̃h
= xh

+ ε · ξh
(x) (2.8)

называют почти геодезическим, если в результате его каждая гео-
дезическая линия An переходит в кривую, являющуюся в главном
почти геодезической этого пространства, т.е. выполняются условия
(2.1) в пренебрежении членами второго и более высоких порядков
относительно ε для любой геодезической в An.

Теорема 2 (Н. С. Синюков [49]). Для того чтобы бесконечно

малое преобразование (2.8) пространства An было почти геоде-

зическим, необходимо и достаточно, чтобы соответствующая

его вектору смещения производная Ли коэффициентов связности

этого пространства удовлетворяла тождественно относительно

x1, x2, . . . , xn и l1, l2, . . . , ln условиям

P h
αβ,γl

αlβlγ = aP h
αβl

αlβ + b lh, (2.9)

где

P h
ij(x) = ξh

,ij − ξαRh
ijα. (2.10)

Выделены три типа бесконечно малых почти геодезических пре-
образований π1, π2 и π3, которые соответственно характеризуются
условиями (2.3), (2.4)+(2.5) и (2.6)+(2.7), причем тензор деформа-
ции P h

ij имеет представление (2.10).
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Аналогичные понятия были введены Н. В. Яблонской для почти
геодезических отображений и преобразований общих пространств
аффинной связности [63, 64, 65, 66].

Вопрос о полноте классификации почти геодезических отображе-
ний пространств аффинной связности долгое время был открыт.

Ответом на этот вопрос является следующая теорема.

Теорема 3 (Березовский, Микеш [69, 73]). Других типов почти

геодезических отображений пространств аффинной связности при

размерности пространств n > 5, кроме π1, π2 и π3, не существует.

В силу того, что условия, характеризующие три типа бесконечно
малых почти геодезических преобразований, аналогичны условиям,
характеризующим три типа π1, π2 и π3 почти геодезических отобра-
жений, имеет место теорема.

Теорема 4 (Березовский, Микеш [69]). Других типов бесконеч-

но малых почти геодезических преобразований пространств аффин-

ной связности при размерности пространств n > 5, кроме π1, π2 и

π3, не существует.

Из теоремы 3 вытекает следующая теорема.

Теорема 5 (Березовский, Микеш [69]). Существует только три

типа (n − 2)-проективных пространств An при размерности про-

странств n > 5.

Для общих пространств аффинной связности также имеет место
теорема.

Теорема 6 (Березовский, Микеш [69]). Существует только три

типа π1, π2 и π3 почти геодезических отображений и бесконечно

малых преобразований общих пространств аффинной связности An

при размерности пространств n > 5.

3. Почти геодезические канонические отображения

первого типа пространств аффинной связности

Пространство аффинной связности An допускает отображение π1

на некоторое пространство аффинной связности ¯An, если в An су-
ществует симметрический тензор P h

ij , удовлетворяющий уравнениям
(2.3) при некотором симметрическом тензоре aij и векторе bi. Обра-
зом каждой геодезической линии ℓ пространства An при отображе-
нии π1 : An → ¯An будет почти геодезическая линия ¯ℓ пространвтсва
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¯An с компланарным распределением E2{l
h, P h

αβl
αlβ}, где lh — каса-

тельный вектор.
Если для отображения π1 вектор bi тождественно равен нулю, то

отображение называют каноническим и обозначают через π̃1. Каж-
дое отображение π1 можно представить в виде композиции канони-
ческого отображения π̃1 и геодезического отображения. Последнее
можно считать тривиальным почти геодезическим отображением,
которым можно пренебречь.

Итак, при отображении π1 : An → ¯An в общей по отображению
системе координат для тензора деформации связностей P h

ij =
¯
Γ

h
ij−Γ

h
ij

имеем уравнение

P h
(ij,k) + Pα

(ijP
h
k)α = δh

(iajk). (3.1)

Учитывая зависимость между тензорами Римана Rh
ijk и ¯Rh

ijk про-
странств An и ¯An из уравнений (3.1) эквивалентно получим

3 (P h
ij,k + P h

kαP
α
ij) = Rh

(ij)k − ¯Rh
(ij)k + δh

(iajk). (3.2)

Изучая уравнения (3.2), Синюков [50] доказал, что основные урав-
нения канонических почти геодезических отображений пространств
аффинной связности An на Риччи-симметрические римановы про-
странства ¯Vn можно представить в виде замкнутой системы типа
Коши в ковариантных производных. Следовантельно, семейство всех
Риччи-симметрических римановых пространств ¯An, на которые до-
пускает отображение π̃1 некоторое заданное пространство аффинной
связности, зависит от конечного числа параметров.

С другой стороны, геодезические отображения являются частным
случаем отображений π̃1, так как для них выполняются условия
(3.1). Однако основные уравнения геодезических отображений про-
странств аффинной связности не сводятся к замкнутым системам
типа Коши в виду того, что общее решение зависит от n производ-
ных функций.

Следовательно, основные уравнения (3.1) или (3.2) теории канони-
ческих почти геодезических отображений π̃1 пространств аффинной
связности в общем случае не сводятся к замкнутым системам типа
Коши.

Обобщенным Риччи-симметрическим пространством [80, 81] на-
зывают пространство аффинной связности An, тензор Риччи кото-
рого удовлетворяет условиям

¯Rij≀k +
¯Rkj≀i = 0,
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где знак « ≀ » обозначает ковариантную производную в простран-
стве ¯An.

Рассмотрим отображения π̃1 пространств аффинной связности на
обобщенные Риччи-симметрические пространства. Изучая уравне-
ние (3.2) для таких отображений, можно получить

n2
+ n− 2

n
aij,l = −θα

ijαl −
1

n
θα
(i|lα|j), (3.3)

¯Rh
jml,i =

¯Rh
jmli, (3.4)

¯Rh
jmli,k = Ø

h
jmlik(aij , P

h
ij ,

¯Rh
ijk,

¯Rh
ijkl, R

h
ijk, R

h
ijkl), (3.5)

где

θh
ijkl = Rh

(ij)[k,l] + 3(Pα
ij

¯Rh
αkl − P h

α(jR
α
i)kl)−

−P h
αk(R

α
(ij)l + δα

(iajl)) + P h
αl(R

α
(ij)k + δα

(iajk))−

−Pα
l(i

¯Rh
|α|j)k − Pα

l(i
¯Rh

j)αk + Pα
k(i

¯Rh
|α|j)l + Pα

k(i
¯Rh

j)αl,

функции Ø
h
jmlik(aij , P

h
ij ,

¯Rh
ijk,

¯Rh
ijkl, R

h
ijk, R

h
ijkl) зависят от указанных

аргументов и определены в [81].
Очевидно, уравнения (3.2), (3.3), (3.4), (3.5) в данном пространстве

An представляют собой замкнутую систему типа Коши в ковариант-
ных производных относительно функций:

aij(x), P
h
ij(x),

¯Rh
ijk(x),

¯Rh
ijkl(x), (3.6)

которые, естественно, должны удовлетворять еще конечным услови-
ям алгебраического характера

aij(x) = aji(x), P h
ij(x) = P h

ji(x),
¯Rh

i(jk)(x) = Rh
(ijk)(x) = 0. (3.7)

Поэтому имеет место следующая теорема.

Теорема 7 (Березовский, Микеш [80, 81]). Для того чтобы про-

странство аффинной связности An допускало каноническое почти

геодезическое отображение π̃1 на обобщенное Риччи-симметричес-

кое пространство ¯An, необходимо и достаточно, чтобы в нем су-

ществовало решение смешанной системы типа Коши (3.2), (3.3),
(3.4), (3.5), (3.7) относительно функций (3.6).

Из этой теоремы следует, что семейство всех обобщенных Риччи-
симметрических пространств, на которые допускает отображение π̃1
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заданное пространство аффинной связности An, зависит не более
чем от

1

6

n(n+ 1)(2n3 − 4n2
+ 5n+ 3)

параметров.
Рассмотрим отображения π̃1 пространств аффинной связности An

на римановы пространства ¯Vn с метриками ḡij . Поскольку P h
ij =

¯
Γ

h
ij−

Γ
h
ij , то

ḡij,k = Pα
kiḡαj + Pα

kj ḡαi. (3.8)

Изучая уравнения (3.2) для отображений π̃1 пространств аффин-
ной связности на римановы пространства ¯Vn и вводя в рассмотрение
некоторые тензоры, можно получить

aij,k = aijk, (3.9)

¯Rh
ijk,l =

¯Rh
ijkl, (3.10)

K,k =
1
Øk(ḡij , aij , aijk, P

h
ij ,

¯Rh
ijk), (3.11)

aijkl,m =
2
Øijkm(ḡij , aij , aijk, P

h
ij ,

¯Rh
ijk,K), (3.12)

¯Rh
ijk,m =

3
Ø

h
ijklm(ḡij , aij , aijk, P

h
ij ,

¯Rh
ijk,K), (3.13)

где K = aαβ,γδ · ḡ
αβ · ḡγδ, функции 1

Ø, 2Ø, 3Ø зависят от указанных
аргументов и определены в [81].

Очевидно, уравнения (3.2), (3.6), (3.7), (3.10), (3.11), (3.12), (3.13)
в данном пространстве An представляют собой замкнутую систему
типа Коши в ковариантных производных относительно функций:

ḡij , aij , aijk, P
h
ij ,

¯Rh
ijk,K, (3.14)

которые, естественно, должны удовлетворять еще конечным услови-
ям алгебраического характера

ḡij(x) = ḡji(x), |ḡij(x)| 6= 0, aij(x) = aji(x),

P h
ij(x) = P h

ji(x),
¯Rh

i(jk)(x) =
¯Rh

(ijk)(x) = 0.
(3.15)

Поэтому имеет место следующая теорема.

Теорема 8 (Березовский, Микеш [81]). Для того чтобы про-

странство аффинной связности An допускало каноническое почти

геодезическое отображение π̃1 на риманово пространство ¯Vn, необ-

ходимо и достаточно, чтобы в нем существовало решение смешан-

ной системы типа Коши (3.2), (3.6), (3.7), (3.10), (3.11), (3.12),
(3.13), (3.15) относительно функций (3.14).
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Из этой теоремы следует, что семейство всех римановых про-
странств ¯Vn, на которые допускает отображение π̃1 заданное про-
странство аффинной связности An, зависит не более чем от

1

2

n2
(n2 − 1) + n(n+ 1)

2
+ 1

параметров.
Именно, так как геодезические отображения можно считать част-

ным случаем канонических почти геодезических отображений π̃1, то
для них справедливы теоремы 7 и 8.

В частности, имеют место следующая теорема.

Теорема 9 (Березовский, Микеш [36, 95]). Пространство аффи-

нной связности An допускает геодезическое отображение на рима-

ново пространство ¯Vn с метрическим тензором ḡij тогда и только

тогда, когда следующая система уравнений в ковариантных произ-

водных типа Коши имеет решение в пространстве An относитель-

но невырожденного симметрического тензора ḡij(x), вектора ψi(x)

и инварианта µ(x):

ḡij,k = 2ψkḡij + ψiḡjk + ψj ḡik ,

n ψi,j = nψiψj + µ ḡij −Rij + ḡiαR
α
βγj ḡ

βγ −
2

n+ 1

Ra
αij ,

(n− 1)µ,k =

= ψα

(

2(n− 1)Rα
βγkḡ

βγ
+ 5Rβkḡ

αβ −Rkβ ḡ
αβ

+

6

n+ 1

R
γ
γβkḡ

αβ

)

+

+ḡαβ

(

R
γ
αβk,γ −Rαk,β −

2

n+ 1

R
γ
γαk,β

)

,

где ḡαβ — компоненты обратной матрицы к ‖ḡαβ‖, R
h
ijk, Rij — со-

ответственно тензоры Римана и Риччы пространства An.

Теорема 10 (Березовский, Микеш [36, 95]). Пространство An с

эквиаффинной связностью допускает нетривиальное геодезическое

отображение на риманово пространство ¯Vn с метрическим тензо-

ром ḡij тогда и только тогда, когда следующая система уравнений
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в ковариантных производных типа Коши имеет решение относи-

тельно невырожденного симметрического тензора aij
(x), ненулево-

го вектора li(x) и инварианта µ(x):

aij
,k = liδ

j
k + ljδi

k ,

n li,j = µ δi
j + aiαRαj − aαβRi

αβj ,

(n− 1)µ,i = 2(n+ 1)lαRαi + aαβ
(2Rαi,β −Rαβ,i) .

В работе И. Гинтерлейтнер и Й. Микеша [21] было установлено,
что любое пространство афинной или проективной связности явля-
ется проективно эквивалентным некоторому пространству с эквиа-
финной связности «в целом». Доказательство этого факта конструк-
тивно.

На основании свойства второго уравнения приведенной системы
уравнений и [86, лемма 3] справедливо аналогичное [86, теорема 2]
утверждение: Если пространство аффинной связности An ∈ Cr−1,

r > 2, т.е. ¯
Γ

h
ij ∈ Cr−1 допускает геодезическое отображение на

(псевдо)риманово пространство ¯Vn ∈ C2, т.е. ḡij ∈ C2, то по необ-

ходимости ¯Vn ∈ Cr, т.е. ḡij ∈ Cr.

4. О специальных почти геодезических отображениях

первого типа пространств аффинной связности

В силу того, что основные уравнения (2.3) почти геодезических
отображений первого типа нелинейные и достаточно сложные, они
долгое время оставались наименее изученными.

Поэтому рассмотрим некоторые специальные почти геодезические
отображения первого типа пространств аффинной связности.

4.1. Почти геодезические отображения π∗1. Пусть при отобра-
жении π : An → ¯An тензор деформации связностей P h

ij удовлетворяет
уравнению

P h
ij,k + Pα

ijP
h
αk = δh

kaij , (4.1)

где aij — некоторый симметрический тензор.

Очевидно, что отображение π : Anto ¯An является частным случаем
почти геодезических отображений первого типа; в дальнейшем будем
обозначать его через π∗1.
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Рассматривая (4.1) как систему типа Коши относительно тензора
деформации P h

ij из условий интегрируемости, находим

(n− 1) aij,k = Pα
ijRαk − P

β

α(iR
α
j)βk − (n− 1)Pα

ijaαk. (4.2)

Уравнения (4.1) и (4.2) в данном пространстве An представляют
собой систему типа Коши относительно функций P h

ij(x), aij(x), ко-
торые, естественно, должны удовлетворять еще конечным условиям
алгебраического характера

P h
ij(x) = P h

ji(x) и aij(x) = aji(x). (4.3)

Поэтому имеет место следующая теорема.

Теорема 11 (Березовский, Микеш [7, 73]). Для того чтобы про-

странство аффинной связности An допускало почти геодезическое

отображение π∗1 на пространство аффинной связности ¯An, необхо-

димо и достаточно, чтобы в нем существовало решение смешан-

ной системы типа Коши (4.1), (4.2) и (4.3) относительно функций

P h
ij(x) и aij(x).

Оказывается, что для отображений π∗1 инвариантными геометри-
ческими обьектами будут тензор Вейля проективной кривизны W h

ijk,
а также тензоры

∗

W h
ijk = Rh

ijk −
1

n− 1

(δh
kRij − δh

jRik) и Wij = Rij −Rji.

Имеет место следующая теорема.

Теорема 12 (Березовский, Микеш [7, 73]). Если проективно-ев-

клидово или эквиаффинное пространство An допускает почти ге-

одезическое отображение на ¯An, то ¯An является проективно-

евклидовым или эквиаффинным пространством соответственно.

Доказательство теоремы 12, очевидно, следует из того, что в
проективно-евклидовом пространстве тензор Вейля обращается в
нуль, а в эквиаффинном пространстве тензор Wij = 0. Следователь-
но, на основании теоремы 11 в пространстве ¯An обращаются в нуль
указанные тензоры.

Таким образом, на основании теоремы 12 проективно-евклидовы
и эквиаффинные пространства образуют замкнутые классы относи-
тельно отображений π∗1.

Легко видеть, что тензор Римана сохраняется при отображениях
π∗1 тогда и только тогда, когда тензор aij тождественно обращается
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в нуль. В этом случае уравнения (4.1) принимают вид

P h
ij,k = −Pα

jiP
h
αk. (4.4)

Уравнения (4.4) в плоском пространстве вполне интегрируемы.
Следовательно, имеют решение для любых начальных значений
P h

ij(xo). Если начальные значения таковы, что P h
ij(xo) 6≡ δh

i ψ
o
j + δh

j ψ
o
i ,

то построенное таким образом решение устанавливает отображение
π∗1 плоского пространства An на плоское пространство ¯An, которое
не является геодезическим.

Поэтому имеет место следующая теорема.

Теорема 13 (Березовский, Микеш [7, 73]). Существует отоб-

ражение π∗1 n-мерной плоскости на себя, при которых прямые пе-

реходят в кривые, лежащие в 2-мерных плоскостях, не все из ко-

торых являются прямыми.

Приведем пример почти геодезических отображений типа π∗1
плоского пространства An на плоское пространство ¯An. Пусть
x1, x2, . . . , xn и x̄1, x̄2, . . . , x̄n — аффинные координаты пространств
An и ¯An соответственно.

Точечное преобразование

x̄h
=

1

2

Ch
i (xi − Ci

)
2
+ xh

o , (4.5)

где Ch
i , Ci, xh

o — некоторые постоянные, причем det |Ch
i | 6= 0, опреде-

ляет почти геодезическое отображение π∗1 пространства An на про-
странство ¯An.

Непосредственной проверкой можно убедиться, что тензор дефор-
мации связностей P h

ij в системе координат x1, x2, . . . , xn имеет вид

P i
ii =

1

xi − Ci
, i = 1, n ,

а остальные компоненты равны нулю.
Легко видеть, что при таком строении тензор P h

ij удовлетворяет
уравнениям (4.4). Нужно заметить, что такое отображение будет от-
личным от π2 и π3.

При таком отображении прямые пространства An, которые, как
известно, определяются уравнениями xh

= ah
+bh t, где t— параметр,

переходят в параболы пространства ¯An, определяемые уравнениями

x̄h
= Dh

+ Eh t+ F h t2,
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где

Dh
=

1

2

Ch
i (ai − Ci

)
2, Eh

= Ch
i (ai − Ci

)bi, F h
=

1

2

Ch
i (bi)

2.

Параболы, очевидно, лежат в двумерных плоскостях.
Исключение представляют прямые, проходящие через точку

M(C1, C2, . . . , Cn
). Они при преобразовании (4.5) отображаются на

прямые.
Формулы (4.5) порождают семейство бесконечно малых почти гео-

дезических преобразований π1 в плоском пространстве, если считать
Ch

i , Ci и xh
o непрерывными параметрами.

4.2. Обобщение почти геодезических отображений π∗1.

Пусть при отображении π : An → ¯An тензор деформации связно-
стей P h

ij удовлетворяет уравнению

P h
ij,k = −Pα

jiP
h
αk + δh

(kaij), (4.6)

где aij — некоторый симметрический тензор.
Очевидно, что отображение π : An → ¯An, определяемое уравнени-

ем (4.6), является частным случаем почти геодезических отображе-
ний первого типа. Известно [49], что между тензорами Римана Rh

ijk

и ¯Rh
ijk пространств An и ¯An имеется зависимость

¯Rh
ijk = Rh

ijk + P h
i[k,j] + Pα

i[kP
h
j]α. (4.7)

Учитывая (4.6) и (4.7), имеем следующую теорему.

Теорема 14 (Березовский, Микеш [76]). Тензор Римана Rh
ijk яв-

ляется инвариантным относительно почти геодезических отоб-

ражений, определяемых уравнениями (4.6), геометрическим обьек-

том пространств аффинной связности.

Поскольку тензор Римана в аффинном пространстве обращается
в нуль, то имеет место следующая теорема.

Теорема 15 (Березовский, Микеш [76]). Если аффинные прост-

ранства An допускают почти геодезическое отображение, опреде-

ляемое уравнением (4.6), на пространство аффинной связности ¯An,

то ¯An является аффинным пространством.

Таким образом, аффинные пространства образуют замкнутый
класс относительно почти геодезических отображений, определяе-
мых уравнением (4.6).
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Рассматривая (4.6) как систему типа Коши относительно тензора
деформации P h

ij и исследуя их условия интегрируемости, получим

aik,j =

1

(n− 1)(n+ 2)

[

n · (Pα
ikRαj − P

β

α(kR
α
i)jβ)+

+Rα(kP
α
i)j − P

β
αjR

α
(ik)β − P

β

α(iR
α
|j|k)β)+

+(n+ 1) · (aj(iP
α
k)α − aα(iP

α
k)j) + 2 · (aikP

α
jα − ajαP

α
ik)

]

. (4.8)

Очевидно, уравнения (4.6) и (4.8) в данном пространстве An пред-
ставляют собой систему типа Коши относительно функций P h

ij и aij ,
которые, естественно, должны удовлетворять еще конечным услови-
ям алгебраического характера (4.3).

Тем самым доказывается следующая теорема.

Теорема 16 (Березовский, Микеш [76]). Для того чтобы прос-

транство аффинной связности An допускало почти геодезическое

отображение, определяемое уравнением (4.6), на пространство аф-

финной связности ¯An, необходимо и достаточно, чтобы в нем су-

ществовало решение смешанной системы типа Коши (4.6), (4.8),
(4.3) относительно функций P h

ij и aij.

Установлено, что количество существенных параметров, от кото-

рых зависит общее решение такой системы, не превышет
1

2

n(n+ 1)
2

параметров.

4.3. Обобщение почти геодезических отображений π∗1.

Пусть при отображении π : An → ¯An тензор деформации связно-
стей P h

ij удовлетворяет уравнению

3P h
ij,k = −Pα

(ijP
h
k)α + δh

(kaij), (4.9)

где aij — некоторый симметрический тензор.
Очевидно, что отображение π : An → ¯An, определяемое уравнени-

ем (4.9), является частным случаем почти геодезических отображе-
ний первого типа. Рассматривая (4.9) как систему типа Коши отно-
сительно тензора деформации P h

ij и исследуя их условия интегриру-
емости, получим

(n− 1) aij,k = P β
αγP

α
(ijP

γ

γ)β +

1

n+ 2

[

3n(Pα
ijRαk − P

β

α(iR
α
j)kβ)+



76 В. БЕРЕЗОВСКИЙ, Й. МИКЕШ

+3Pα
k(iR|α|j) − 3P

β

α(iR
α
|k|j)β − 3P

β
αkR

α
(ij)β+

+

1

3

(−nP
β
αkP

a
(ijP

γ

γ)β + (n2
+ 3n)aα(iP

α
j)k − 2(n+ 1)ak(iP

α
j)α)+

+

1

3

(4(akαP
α
ij − aijP

α
kα) − P

β
αiP

α
(kjP

γ

γ)β − P
β
αjP

α
(kiP

γ

γ)β)

]

. (4.10)

Очевидно, уравнения (4.9) и (4.10) в данном пространстве An пред-
ставляют собой систему типа Коши относительно функций P h

ij(x) и
aij(x), которые, естественно, должны удовлетворять еще конечным
условиям алгебраического характера (4.3). Тем самым доказывается
следующая теорема.

Теорема 17 (Березовский, Микеш [76]). Для того чтобы прос-

транство аффинной связности An допускало почти геодезическое

отображение, определяемое уравнениями (4.9), на пространство

аффинной связности ¯An, необходимо и достаточно, чтобы в нем су-

ществовало решение смешанной системы типа Коши (4.9), (4.10),
(4.3) относительно функций P h

ij(x) и aij(x).

Установлено, что количество существенных параметров, от кото-

рых зависит общее решение такой системы, не превышает
1

2

n(n+1)
2

параметров.
Точечное преобразование (4.5) плоского пространства An на плос-

кое пространство ¯An также является примером почти геодезических
отображений первого типа, характеризующихся уравнением (4.9).

4.4. Почти геодезические отображения на плоские про-

странства. Рассмотрим канонические почти геодезические отобра-
жения первого типа пространств аффинной связности An на плоские
пространства ¯An.

На основании (3.2) указанные отображения характеризуются ура-
внениями

3 (P h
ij,k + Pα

ijP
h
αk) = Rh

(ij)k + δh
(kaij), (4.11)

где aij — некоторый симметрический тензор.
Рассматривая (4.11) как систему типа Коши относительно тензора

деформации P h
ij(x) и исследуя их условия интегрируемости, получим

(n−1)(n+2) aij,k = 4P
β

α(jR
α
|βk|i) + (3n+ 5)P

β

α(iR
α
j)βk−

−(n+ 3)P
β
αkR

α
(ij)β + (n− 1)P

β
βαR

α
(ij)k−
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−nR(i|k|,j) −Rk(i,j) −R(ij),k + 2 (aijP
α
kα − akαP

α
ij)−

−(n+ 1) (aα(iP
α
j)k − ak(iP

α
j)α). (4.12)

Очевидно, уравнения (4.11) и (4.12) в данном пространстве An

представляют собой систему типа Коши относительно функций
P h

ij(x) и aij , которые, естественно, должны удовлетворять еще ко-
нечным условиям алгебраического характера (4.3).

Тем самым доказывается следующая теорема.

Теорема 18 (Березовский, Микеш [17]). Для того чтобы про-

странство аффинной связности An допускало почти геодезическое

отображение, определяемое уравнениями (4.11), на плоское про-

странство ¯An, необходимо и достаточно, чтобы в нем существо-

вало решение смешанной системы типа Коши (4.11), (4.12), (4.3)
относительно функций P h

ij(x) и aij.

Установлено, что количество существенных параметров, от кото-

рых зависит общее решение такой системы, не превышает
1

2

n(n2−1)

параметров.
Пространства An, в которых существует решение смешанной си-

стемы типа Коши (4.11), (4.12), (4.3), являются (n−2)-проективными
пространствами первого типа.

Однако, как ранее отмечалось, (n − 2)-проективными простран-
ствами первого типа будут также пространства аффинной связно-
сти, которые допускают на указанные пространства геодезические
отображения. Поэтому имеет место следующая теорема.

Теорема 19 (Березовский, Микеш [17]). Все (n−2)-проективные

пространства первого типа являются или пространствами An, в

которых имеет решение смешанная система типа Коши (4.11),
(4.12), (4.3), или пространствами аффинной связности, которые

допускают геодезические отображения на указанные простран-

ства An.

4.5. Почти геодезические отображения при условии сохра-

нения системы n-ортогональных гиперповерхностей. Рассмо-
трим отображения π1 римановых пространств при условии сохране-
ния системы n-ортогональных гиперповерхностей.

Заметим, что в теории геодезических отображений римановых
пространств данная задача решена Т. Леви-Чивита [90] и в развер-
нутом виде изложена Л. П. Эйзенхартом [84].
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Для отображений π1 эта задача необозримо трудна. Даже в слу-
чае, когда римановы пространства Vn и ¯Vn отнесены к n-ортогона-
льным ситемам координат, основные уравнения отображений (2.3)
представляют собой достаточно сложную нелинейную систему диф-
ференциальных уравнений в частных производных.

Поэтому рассмотрим частный случай почти геодезических отоб-
ражений π1 : Vn → ¯Vn при сохранении системы n-ортогональных
гиперповерхностей, определяемый следующими уравнениями:

P h
ij,k = φkP

h
ij , (4.13)

Pα
(ijP

h
k)α = δkaij), (4.14)

где φk — некоторый вектор, aij — некоторый симметрический тензор.
Рассматриваемые отображения обладают свойством взаимности,

т.е. обратные им отображения также являются отображениями π1,
которые, однако, могут не порождаться уравнениями (4.13) и (4.14).

Имеет место следующая теорема.

Теорема 20 (Березовский, Микеш [71, 72]). Если риманово про-

странство Vn отнесено к n-ортогональной системе координат и

диагональные компоненты метрического тензора удовлетворяют

следующей системе типа Коши в частных производных :

∂h ln gii =

Cie
−2xi

− 3Che
−2xh

Che−2xh
− Cie−2xi

, h 6= i,

∂i ln gii = −4 + gii ·
∑

α 6=i

1

gαα
·
Cie

−2xi
− 3Cαe

−2xα

Cαe−2xα
− Cie−2xi

,

где Ck — некоторые нулевые постоянные, то Vn допускает по-

чти геодезическое отображение типа π1, определяемое уравнени-

ями (4.13) и (4.14), при котором сохраняется система n-ортого-

нальных гиперповерхностей, на риманово пространство ¯Vn с мет-

рическим тензором ḡij, причем

ḡhh =

Ch · e−2xh

∏

i

e−xi
· ghh, ḡij = 0, i 6= j.
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Удалось найти (Березовский, Микеш [72]) частное решение ука-
занной системы, а именно:

gii =

∏

α 6=i

(Cαe
−2xα

− Cie
−2xi

) e−xα

e−xi

, gij = 0, i 6= j. (4.15)

Таким образом, риманово пространство Vn, метрика которого име-
ет вид (4.15), допускает почти геодезическое отображение типа π1,
при котором сохраняется система n-ортогональных гиперповерхно-
стей, на риманово пространство Vn, метрический тензор ḡij которого
имеет представление

ḡii = Ci e
−2xi

·
∏

α 6=i

(Cαe
−2xα

− Cie
−2xi

), ḡij = 0, i 6= j.

Следует отметить, что в этом случае почти геодезическое отобра-
жение отлично от геодезического отображения.

В итоге, построен класс римановых пространств, допускающий по-
чти геодезические отображения типа π1.

5. Почти геодезические отображения второго типа

5.1. О почти геодезических отображениях π2(e). Н. С. Си-
нюков [46, 48, 49, 50] почти геодезическое отображение f : An → ¯An

типа π2 назвал отображением π2(e), если обратное отображение
f−1

:
¯An → An является также некоторым почти геодезическим отоб-

ражением типа π2.
Отображение f : An → ¯An является почти геодезическим ти-

па π2(e), если в общей по отображению f системе координат x ≡

(x1, x2, . . . , xn
) тензор деформации аффинных связностей P h

ij(x) ≡
¯
Γ

h
ij(x) − Γ

h
ij(x) удовлетворяет следующим соотношениям [46, 49, 50]:

(a) P h
ij = δh

(iψj) + F h
(iϕj),

(b) F h
(i,j) = F h

(iµj) + δh
(i̺j),

(c) F h
αF

α
i = e δh

i , e = ±1, 0,

(5.1)

где Γ
h
ij (¯Γh

ij) — объекты аффинной связности пространств An ( ¯An),
δh
i — символ Кронекера, F h

i — некоторый аффинор, ψi, ϕi, µi, ̺i

— ковекторы и (i j) обозначает симметрирование индексов. Здесь
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и дальше « , » обозначает ковариантную производную по связно-
сти пространства An. Уравнение (c) определяет аффиннор F h

i как
e-структуру .

Уравнения (5.1), характеризующие отображения π2(e): An → ¯An

при e = ±1, были уточнены в [46, 48, 49, 50]. Верно, что ̺i = −Fα
i µα.

Поэтому имеет место следующая теорема.

Теорема 21 (Синюков [49, 50]). Диффеоморфизм f : An → ¯An

является почти геодезическим отображением π2(e), e = ±1, то-

гда и только тогда, когда в общей по этому отображению системе

координат x тензор деформации аффинных связностей P h
ij(x) удо-

влетворяет следующим условиям:

(a) P h
ij = δh

(iψj) + F h
(iϕj),

(b) F h
(i,j) = F h

(iµj) − δh
(iF

α
j)µα,

(c) F h
αF

α
i = e δh

i .

(5.2)

Доказательство этой теоремы основывается на анализе условий
(b) и (c). Анализ этих условий привел к введению следующих поня-
тий.

5.2. e-структуры, определяющие почти геодезические отоб-

ражения π2(e). Следующие уточнения в теории почти геодезиче-
ских отображений π2(e) были получены в [19].

Аффинор F h
i , удовлетворяющий условиям (b) и (c) теоремы 21,

будем называть e-структурой, определяющей почти геодезическое

отображение π2(e).

Теорема 22. e-структура F h
i определяет почти геодезическое

отображение π2(e), e = ±1, тогда и только тогда, когда

(b) F h
(i,j) = F h

(iµj) − δh
(iF

α
j)µα;

(c) F h
αF

α
i = e δh

i .
(5.3)

Более точным исследованием этих уравнений в [19] доказано, что
e-структура F h

i , определяющая почти геодезическое отображение
π2(e), e = ±1, удовлетворяет условиям

2F h
i,jk = F h

i µ(jk) + F h
j µ[ik] + F h

k µ[ij]−

−δh
i m(jk) − δh

jm[ik] − δh
km[ij]+

1
Θ

h
ikj , (5.4)
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где

1
Θ

h
ijk≡

2
Θ

h
ijk+

2
Θ

h
kji−

2
Θ

h
jki + 2F h

αR
α
kji − Fα

i R
h
αjk + Fα

j R
h
αik + Fα

k R
h
αij ,

2
Θ

h
ijk≡ µ(iF

h
j)k − δh

(iF
α
j)kµα, F

h
ij ≡ F h

i,j , µij ≡ µi,j , mij ≡ Fα
i µαj ,

Rh
ijk — тензор Римана просранства An, [i k] обозначает альтерниро-

вание по соответствующим индексам.
Далее установлено, что тензор µij удовлетворяет условиям

µij,k = µαR
α
kji +

1

2

(
5
Θij,k +

5
Θik,j −

5
Θjk,i

)

, (5.5)

где

3
Θ

h
ijk ≡

2
Θ

h
ijk−

2
Θ

h
kji + Fα

j R
h
αik − F h

αR
α
jik,

4
Θjk ≡ Fα

β

1
Θ

β
αjk + 2Fα

βjF
β
αk,

5
Θij ≡

1

(n− 1 − Fα
α )

2 − 1

(

(n− 1 − Fα
α )

4
Θij +

4
Θαβ F

α
i F

β
j

)

.

В итоге получена замкнутая система дифференциальных уравне-
ний типа Коши в ковариантных производных относительно неизвест-
ных функций F h

i , F h
ij , µi, µij :

F h
i,j = F h

ij ,

F h
ij,k = F h

i µ(jk) + F h
j µ[ik] + F h

k µ[ij] − δh
i m(jk)−

− δh
jm[ik] − δh

km[ij]+
1
Θ

h
ikj ,

µi,j = µij ,

µij,k = µαR
α
kji +

1

2

(

5
Θij,k +

5
Θik,j −

5
Θjk,i) .

(5.6)

Правые части уравнений (5.6) зависят от неизвестных функций
F h

i , F h
ij , µi, µij и объектов аффинной связности пространства An. С

другой стороны, эти функции удовлетворяют условиям алгебраиче-
ского характера:

F h
(ij) = F h

(iµj) − δh
(iF

α
j)µα ; F h

αF
α
i = e δh

i ; µ(ij) =

5
Θij . (5.7)
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Теорема 23. Уравнения (5.6) и (5.7) являются алгебро-диффере-

нциальной системой типа Коши в ковариантных производных от-

носительно неизвестных функций F h
i , F h

ij, µi, µij, порождающей все

e-структуры F h
i , определяющие почти геодезические отображения

π2(e), e = ±1.

Отсюда вытекает, что совокупность всех e-структур F h
i , порожда-

ющих почти геодезические отображения типа π2(e), e = ±1, зависит

от не более чем
1

2

n(n2 − 1) вещественных параметров.

5.3. О почти геодезических отображениях π2(e) на рима-

новы пространства. Из анализа уравнений (5.1)a вытекает, что
почти геодезические отображения π2(e) являются специальным слу-
чаем F -планарных отображений (Й. Микеш, Н. С. Синюков [38]).

Напомним следующий результат.

Теорема 24 (Микеш [34, 35]). Пусть An — пространство аф-

финной связности, в котором определена аффинорная структура

F h
i (x), удовлетворяющая условию Rank ‖F h

i − ̺δh
i ‖ > 5. Семей-

ство всех римановых пространств ¯Vn, на которые An допускает

F -планарные отображения, зависит от не более чем
1

2

n(n+ 5) + 3

вещественных параметров.

Однако было бы ошибочным считать, что теорема 3.14, сформу-
лированная для F -планарных отображений, автоматически верна и
для отображений π2(e). Это вытекает из факта, что структура F яв-
ляется «a priori» определенной для F -планарных отображений, но в
случае почти геодезических отображений π2 структурный аффинор
F неизвестен.

Поэтому невозможно автоматически перенести результаты для F -
планарных отображений An → ¯Vn на случай почти геодезических
отображений π2 на римановы пространства.

Из теорем 4 и 5 вытекает следующая теорема [19].

Теорема 25. Пусть An — пространство аффинной связности.

Семейство всех римановых пространств ¯Vn, на которые An до-

пускает почти геодезические отображения π2(e), e = ±1, с e-

структурой F h
i , Rank ‖F h

i − ̺δh
i ‖ > 5, зависит от не более чем

1

2

n2
(n+ 1) + 2n+ 3 вещественных параметров.
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Примечание. Для почти комплексных структур F при n > 4

условие Rank ‖F h
i − ̺δh

i ‖ > 5 можно в формулировке опустить.

В заключение заметим, что А. В. Емельянов и В. Ф. Кириченко
[26] занимались вопросами почти геодезических отображений почти
эрмитовых пространств, т.е. римановых пространств с почти ком-
плексной структурой F , которая согласована с метрикой следующим
образом: giαF

α
j + gjαF

α
i = 0.

5.4. О почти геодезических отображениях π2 на полусим-

метрические пространства. Пространство аффинной связности
An называется полусимметрическим (Н. С. Синюков [49, 99]), если
в нем тензор Римана Rh

ijk в каждой точке удовлетворяет условиям

Rh
ijk,lm −Rh

ijk,ml = 0.

На основании тождеств Риччи это условие можно переписать сле-
дующим образом:

Rh
αjkR

α
ilm +Rh

iαkR
α
jlm +Rh

ijαR
α
klm −Rα

ijkR
h
αlm = 0.

Как известно, геодезическим и голоморфно-проективным отобра-
жениям полусимметрических пространств было посвящено много ис-
следований (см. [29, 49, 53, 92, 93, 99]).

Вопросам почти геодезических отображений полусимметрических
пространств были посвящены работы В. С. Собчука и других ав-
торов [55, 67, 106]. Ниже сформулируем результаты, полученные в
данном направлении.

Исследуется специальное почти геодезическое отображение π2 :

An → ¯An, которое определяется уравнениями

¯̄Γ
h
ij =

¯
Γ

h
ij + ψ(iδ

h
j) + σ(iF

h
j),

причем структура удовлетворяет следующим условиям

F h
αF

α
i = ±δh

i , F[ij] = 0, F h
i,j = 0,

где Fij = Fα
i gαj и векторы ψi и σi градиентны.

Имеет место теорема.

Теорема 26. Полусимметрическое (псевдо)риманово простран-

ство An допускает специальное почти геодезическое отображение

π2 на полусимметрическое (псевдо)риманово пространство ¯An при

условии det((n − 1)ψij − σiαF
α
j + Fσij) 6= 0 тогда и только тогда,
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когда An является симметрическим со специальным тензором Ри-

мана

Rhijk = [A (gijFhk + ghkFij) +B (gijghk + FhkFij)][jk],

где A и B — постоянные.

6. Почти геодезические отображения третьего типа

Почти геодезические отображения π3 : An → ¯An характеризуются,
как мы уже сказали в п. 1.2, условиями (2.6) и (2.7) для тензора
деформации P h

ij .
При этом отображении каждая геодезическая линия пространства

An переходит в почти геодезическую пространства ¯An, вдоль которой
поле компланарных плоскостей E2 натянуто на касательный вектор
кривой и вектор φh( см. [49, с. 190]). Легко показывается, что обрат-
ное отображение является также почти геодезическим отображени-
ем третьего типа, таким образом, отображения обладают свойством
взаимности.

Заметим, что теория отображений π3 тесно связана с теорией
торсообразующих векторных полей, которые ввел в рассмотрение
К. Яно [114, 115] (см. [49, 99]). Векторное поле φh названо торсо-

образующим, если удовлетворяет уравнению (2.7):

φh
,i = φhθi + ̺ δh

i .

Когда ковектор θi градиентен, то φh конциркулярно. Интегральные
линии векторного поля φh являются геодезическими линиями.

В случае, когда An является (псевдо)римановым и векторное поле
φh неизотропно, метрическая форма в некоторой системе координат
имеет строение:

ds2 = ± dx12
+ Φ(x1, x2, . . . , xn

) · ds̃2,

где Φ (∈ C1
) — функция указанных аргументов и

ds̃2 = g̃ab(x
2, . . . , xn

) dxadxb,

a, b = 2, 3, . . . , n, — метрика некоторого (n−1)-мерного (псевдо)рима-
нова пространства ˜Vn−1. В случае, когда функция Φ не зависит от
переменной x1, векторное поле φh конциркулярно, а само простран-
ство, согласно терминологии Н. С. Синюкова [49] эквидистантно.

Многие вопросы теории отображений π3 детально освещаются в
монографии Н. С. Синюкова [49] и его обзорной статьи [50].
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Поскольку вопрос о существовании отображений π3 связан с су-
ществованием торсообразующих векторных полей, мы здесь ограни-
чимся кратким сообщением новых результатов теории этих полей,
полученных в последние годы.

В работах Н. С. Синюкова, Й. Микеша, Ж. Радуловича, Л. Рахуне-
ка и М. Ходоровой [51, 92, 93, 96, 98, 97, 102] найдены критерии, при
которых не существует торсообразующих и конциркулярных вектор-
ных полей «в целом».

В работах Л. Рахунека и Й. Микеша [97, 102] установлены дру-
гие интересные свойства торсообразующих векторных полей. В них,
например, доказано, что торсообразующее векторное поле в про-
странстве Эйнштейна является только конциркулярным. Заметим,
что пространства Эйнштейна, в которых существует конциркуляр-
ное векторное поле, детально изучил Бринкманн [83, 42]. С этими
пространстами тесно связана работа [25].

7. О смежных классах почти геодезических

отображений и преобразований

Как было указано ранее, типы почти геодезических отображений
π1, π2 и π3 могут пересекаться. Укажем условия, при которых это
происходит.

Типу π2 принадлежат аналитически планарные отображения по-
чти комплексных многообразий (со связностю без кручения) (С. Ис-
ихара [87], Я. Тасиро [111]), голоморфно проективные отображе-
ния класических, гиперболических и параболически келеровых про-
странств (Т. Отсуки, Я. Тасиро [87], М. Прванович [101]), см.
[1, 49, 52, 93, 99, 103, 107, 108, 109, 110, 113].

Алгебраическую структуру (2.4) имеет также тензор деформации
связности при отображении пространств аффинной связности с со-
хранением линейного комплекса геодезических линий (В. М. Черны-
шенко [57, 58]). Но при этом на φi(x) налагается условие дифферен-
циального характера

φ(i,j) = χ(iφj), (7.1)

где χi — некоторый ковариантный вектор. Для аффинора F h
i (x) ни-

каких условий не появляется.
Типу π3 принадлежат конциркулярные отображения римановых

пространств (К. Яно [114]). Алгебраическую структуру (2.6) имеет
также тензор деформации связности при отображении пространств
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аффинной связности с сохранением квадратического комплекса гео-
дезических линий (В. М. Чернышенко [57, 58]). При этом для тензора
øij(x) возникают условия дифференциального характера

ø(ij,k) = θ(iøjk), (7.2)

где θi — некоторый ковариантный вектор. Для вектора φh в этом
случае не появляется никаких условий.

Имеют место следующие теоремы.

Теорема 27 (Березовский, Микеш [10, 69]). Если почти геоде-

зическое отображение π является одновременно π1 и π2, то π яв-

ляется отображением пространств аффинной связности с сохра-

нением линейного комплекса геодезических линий.

Теорема 28 (Березовский, Микеш [10, 69]). Если почти геоде-

зическое отображение π является одновременно π1 и π3, то π яв-

ляется отображением пространств аффинной связности с сохра-

нением квадратичного комплекса геодезических линий.

Если в уравнениях (2.5) аффинор F h
i удовлетворяет неравенству

F h
i 6= ̺δh

i + φhai, (7.3)

где φh, ai — некоторые векторы, ̺ — некоторый инвариант, то

отображения типов π2 и π3 не пересекаются.

Аналогичные теоремы имеют место для почти геодезических бес-
конечно малых преобразований пространств аффинной связности.
Поэтому естественным образом выделяются отображения

π12 = π1 ∩ π2 и π13 = π1 ∩ π3.

Отображения π12 и π13 на основании теорем сохраняют линейный
и квадратичный комплексы геодезических линий соответственно.

Отображения π12 характеризуются уравнениями (2.4), (2.5) и
(7.1), а π13 — (2.6), (2.7) и (7.2).

Таким образом, при определенных дополнительных условиях вы-
делены попарно непересекающиеся типы почти геодезических отоб-
ражений и преобразований:

π1, π2, π3, π12 = π1 ∩ π2 и π13 = π1 ∩ π3.

Выделенные типы при n > 5 дают полную попарно непересека-
ющуюся классификацию почти геодезических отображений и беско-
нечно малых почти геодезических преобразований пространств аф-
финной связности.
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holomorphically projective mappings of generalized Kählerian space of
the second kind// Int. Electron. J. Geom. — 2010. — 3, № 2. — С. 26–39,
electronic only.
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