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Аннотация. Работа посвящена дальнейшему исследованию теории геодезических отображений

и их обобщений, в том числе конформных, голоморфно-проективных, F -планарных и почти гео-

дезических отображений пространств аффинной связности.
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1. Введение

Работа посвящена дальнейшему исследованию теории геодезических отображений и их обоб-
щений, в том числе конформных, голоморфно-проективных, F -планарных и почти геодезических
отображений пространств аффинной связности. Эти теории идейно восходит к работе Т. Леви-
Чивита [115]. Он поставил и решил (в специальной системе координат) задачу о нахождении
римановых пространств с общими геодезическими. Примечательно, что она была связана с изу-
чением уравнений динамики механических систем.

Затем теория геодезических отображений развивалась в работах Томаса, Вейля, Широко-
ва, Кагана, Врэнчану, Рашевского, Шапиро, Веденяпина, Солодовникова, Синюкова, Микеша
и др. [21, 27, 40, 42, 43, 48, 48, 55, 96, 112,119,129,142,143].

А. З. Петровым [41] было введено понятие квазигеодезических отображений. Специальными
квазигеодезическими отображениями, в частности, являются голоморфно-проективные отобра-
жения келеровых пространств, рассмотренные первоначально Оцуки, Тасиро [130, 141], Првано-
вич [131] и др. (см. [1, 25, 28, 34, 48, 49, 61, 62, 111,112,120,129,142,143]).

Естественным обобщением этих классов отображений являются почти геодезические отобра-
жения, введенные Н. С. Синюковым (см. [44–49]). Им же выделены три типа почти геодезических
отображений π1, π2 и π3.

В последнее время были получены новые результаты, которые не включены в обзорные статьи
Н. С. Синюкова [49], Й. Микеша [119,120], а также работы [19, 105].

Предполагаем, что все изучаемые пространства односвязны; предполагаем, что размерность
пространств n > 2, если не сказано иначе. Исследуемые геометрические объекты предполагаем
непрерывными и достаточно гладкими.

Работа выполнена при частичной поддержке грантов Чешской Республики POST-UP CZ 1.07/2.3.00/30.0004,

CZ 1.07/2.3.00/30.0035 и IGA-PrF-2015-010.
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2. Первый интеграл геодезических

Задача о первом интеграле геодезических, как показано в многих работах (см., например, [69,
89, 96, 97]), тесно связана с аффинными, геодезическими, голоморфно-проективными и другими
(в том числе псевдо-римановыми) отображениями римановых пространств. Собственно римановы
и псевдо-римановы пространства Vn будем кратко называть римановы.

Пусть An — пространство с аффинной связностью ∇. Кривая γ : x = x(s) пространства An на-
зывается геодезической, если она является интегральной кривой в An дифференциального урав-
нения

∇ẋẋ = 0, (1)

где ẋ— касательный вектор γ, точка обозначает дифференцирование относительно канонического
параметра s кривой γ (см. [42, 48, 69, 96, 97, 119,129,143]).

Первым квадратичным интегралом геодезических (однородным) называется выражение

a(ẋ, ẋ) = const, (2)

где a— симметрическая билинейная форма на An.
Дифференцированием (21) получим

∇ẋa(ẋ, ẋ) = 0. (3)

Билинейная форма допускает первый квадратичный интеграл геодезических тогда и только
тогда, когда условие

∇Xa(X,X) = 0 (4)

(см. [69,96]) выполняется для всех касательных векторов X ∈ TAn, что равносильно выполнению
уравнения

∇Xa(Z, Y ) +∇Y a(X,Z) +∇Za(Y,X) = 0

для всех касательных векторов X,Y,Z ∈ TAn.
Если пространство An является римановым пространством Vn с метрикой g, то const ·g является

первым квадратичным интегралом геодезических. Этот интеграл принято называть тривиаль-

ным.

Канонический геодезический каркас G(x, x1, x2, . . . , xn). Связную область V в Vn будем на-
зывать каноническим геодезическим каркасом, если ее граница ∂V является липшицевой кривой
(см. [98, с. 46]) и в V выполняются следующие условия.

Пусть x— некоторая внутренняя точка области V , т.е. x ∈ intV . Метрика g пространства Vn
в этой точке является билинейной формой gx : Tx×Tx → R, где Tx — касательное пространство в
точке x, dimTx = n. С другой стороны gx : S2Tx → R, где S2Tx — симметрическая часть второго
порядка пространства Tx. Очевидно,

dimS2Tx = N =
n(n+ 1)

2
.

Построим в точке x такие векторы v1, v2, . . . , vN ∈ Tx, что

(1) v1 ◦ v1, v2 ◦ v2, . . . , vN ◦ vN образуют базис S2Tx,
(2) g(vi, vi) 6= 0 для всех i = 1, 2, . . . , N .

Очевидно,
ḡ(vi, vi) = k g(vi, vi) ∀i = 1, 2, . . . , N ⇐⇒ ḡ = k g.

Далее построим N геодезических путей γi(s), i = 1, . . . , N , для которых x ∈ γi и векторы vi
являются касательными к γi в точке x. Построим точки xi на каждой из этих геодезических γi и
предположим, что дуга геодезической (x, xi) находится целиком в области V .

Через γij обозначим геодезические дуги, соединяющие точки xi и xj. Предположим, что γij
являются неизотропными и дуги (xi, xj) находятся в области V . Эта система геодезических γij
может быть «неполной». Достаточно, чтобы любые две точки xi и xj было можно соединить
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геодезическими дугами этой системы. Это означает, что необязательно, чтобы все точки xi и
xj были соединены геодезической γij (так как она может не существовать). Этим конструкция
канонического геодезического каркаса завершена.

Построенный канонический геодезический каркас будем обозначать G(x, x1, x2, . . . , xn).
Отметим, что существует такая открытая окрестность U ⊂ V данной точки x, что для всех

точек y ∈ U существуют неизотропные геодезические дуги (⊂ V ), соединяющие y c точками xi,
для которых касательные векторы являются базисом в S2Ty.

Теорема 1 (Худа, Микеш [89]). Пусть в Vn существует выше описанная область V и в точ-

ках xi, i = 1, 2, . . . , N , выполняются условия

axi
= ki gxi

,

Тогда первый интеграл геодезических является тривиальным, т.е. a = k g, k = const, на всем

пространстве Vn.

3. Геодезические отображения при начальных условиях

Напомним определение, восходящее к Бельтрами и Леви-Чивита (см. [48, 96, 97, 119,129]).

Определение 1. Диффеоморфизм между (псевдо-) римановыми пространствами Vn и V̄n на-
зывают геодезическим отображением, если при нем геодезические кривые Vn отображаются на
геодезические линии V̄n. Геодезическое отображение называется аффинным, если сохраняютсяя
канонические параметры геодезических линий.

Вопросам геодезических, голоморфно-проективных F -планарных отображений «в целом» по-
священо много работ (см. [119,120]). Большинство этих исследований проведено для собственно
римановых пространств без края.

Используя метод А. Швеца [68], Й. Микеш (см. [117,119,120,129]) получил следующую теорему.

Теорема 2. Пусть компактное ориентируемое собственно риманово пространство Vn с кра-

ем ∂V допускает геодезическое отображение на риманово пространство V̄n. Если во всех точках

m ∈ Vn секционная кривизна неположительна и во всех точках m ∈ ∂V выполняется условие

ḡ(X,Y ) = f g(X,Y ) для метрик Vn и V̄n, где X,Y — произвольные касательные векторы, то это

отображение является гомотетическим.

Эта теорема была обобщена в нескольких направлениях. И. Гинтерлейтнер [102] доказала сле-
дующие теоремы.

Теорема 3. Пусть Vn — компактное собственно риманово пространство без края. Если в

каждой точке x ∈ Vn секционные кривизны удовлетворяют неравенству K(ei, ej) 6 0 для дву-

мерных направлений ei ∧ ej ортогонального базиса {e1, . . . , en} главных направлений тензора

Риччи, то любое геодезическое отображение Vn является аффинным.

Теорема 4. Пусть Vn — компактное собственно риманово пространство без края. Если в

каждой точке x ∈ Vn секционные кривизны удовлетворяют неравенству K(ei, ej) 6 0 и если

существует точка x0, в которой K(ei, ej) < 0 для двумерных направлений ei∧ej ортогонального

базиса {e1, . . . , en} главных направлений тензора Риччи, то любое геодезическое отображение Vn
является гомотетическим.

Поскольку известно, что существование геодезических отображений связано с существованием
первого интеграла геодезических (см. [69, 97, 129]), то из теоремы 1 вытекает следующее утвер-
ждение.

Теорема 5. Пусть пространство Vn с метрическим тензором g допускает геодезическое

отображение на пространство V̄n с метрическим тензором ḡ. Если в Vn существует опи-

санная выше область V канонического геодезического каркаса и в точках xi, i = 1, 2, . . . , N ,
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выполняются условия

ḡxi
= ki gxi

,

то отображение является гомотетическим, т.е. ḡ = k g, k = const, на всем пространстве Vn.

Детальным анализом основных уравнений геодезических отображений Синюкова (см. [48,129])
доказана следующая теорема.

Теорема 6 (Худа, Микеш [92]). Пусть пространство Vn с метрическим тензором g допус-

кает геодезическое отображение на пространство V̄n с метрическим тензором ḡ. Если в точке

x0, в окрестности которой Vn не имеет постоянной кривизны, имеет место равенство ḡ = k g,
то отображение является гомотетическим, т.е. ḡ = k g, k = const, на всем пространстве Vn.

4. F -Планарные отображения

4.1. Определение и основные уравнения. Как в теории геодезических отображений, по-
добные результаты имеют место и для более общих отображений, в частности, для голоморфно-
проективных и более общих F2-планарных отображений.

Рассмотрим n-мерное аффинно-связное пространство An со связностью ∇ без кручения и с
аффиннорной структурой F , т.е. с тензорным полем типа (1, 1).

Кривая x(t) называется F-планарной (см. [38, 120]), если ее касательный вектор λ = dx(t)/dt
при параллельном перенесении остается в площадке, образованной касательным вектором λ и
сопряженным ему вектором Fλ, т.е.

∇λλ = ̺1 λ+ ̺2 Fλ,

где ̺1, ̺2 — функции параметра t, ∇λ — ковариантная производная вдоль вектора λ.
F -Планарные кривые естественным образом обобщают геодезические, аналитически планар-

ные (см. [48, 119,120,143]) и квази-геодезические кривые (см. [42]).
Рассмотрим два пространства An и Ān аффинной связности без кручения со связностями ∇

и ∇̄ соответственно. На An и Ān определены аффиннорные структуры F и F̄ соответственно.

Определение 2. ( [38, 120]) Диффеоморфизм f : An → Ān называется F -планарным отобра-

жением, если при f все F -планарные кривые пространства An отображаются на F̄ -планарные
кривые Ān.

Примем следующее соглашение: при диффеоморфизме f будем предполагать, что ∇, ∇̄, F и
F̄ определены на одном многообразии An.

При условии, что rank ‖F − ̺I‖ > 1 во всех точках x ∈ An (̺— некоторый инвариант, I —
тождественный оператор), отображение An на Ān является F -планарным тогда и только тогда,
когда условия

∇̄XY = ∇XY +Xψ(Y ) + Y ψ(X) + FXϕ(Y ) + FY ϕ(X), (5)

F̄X = αFX + βX (6)

выполняются для всех касательных векторов X и Y , где ψ и ϕ— линейные формы, α и β —
инварианты (см. [38, 103,118,120]).
F -Планарные отображения обобщают геодезические, квазигеодезические, голоморфно-проективные,

планарные и почти геодезические (типа π2) отображения (см. [38, 42, 45–49, 120]). Если An до-
пускает F -планарное отображение на риманово пространство V̄n с метрикой ḡ, то условия (5)
равносильны уравнениям

∇Z ḡ(X,Y ) = 2ψ(Z)ḡ(X,Y ) + ψ(X)ḡ(Y,Z) + ψ(Y )ḡ(X,Z)+

+ ϕ(Z)(ḡ(X,FY ) + ḡ(Y, FX)) + ϕ(X)ḡ(Y, FZ) + ϕ(Y )ḡ(X,FZ). (7)

При условии rank ‖F − ̺I‖ > 5 уравнения (7) можно привести к виду системы типа Коши,
общее решение которой зависит от r 6 n(n+ 5)/2 + 3 параметров (см. [118,120]).
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Известно, что (6) и (7) при ϕ = 0 характеризуют геодезическое отображение (уравнения Леви-

Чивита), и при ψ = ϕ = 0— аффинное отображение (или тривиальное геодезическое; см. [42,
48, 69, 96, 97, 119,120,129,143]).

4.2. F2-Планарные отображения и их первый квадратичный интеграл геодезиче-

ских. При изучении вопросов моделирования физических полей А. З. Петров (см. [41]) ввел
в рассмотрение квази-геодезические отображения псевдоримановых пространств V4 → V̄4. По
существу, эти отображения определяются тем, что все геодезические пространства V4 отобража-
ются на квазигеодезические кривые пространства V̄4 (в нашей терминологии — F -планарные) при
дополнительных условиях.

Если пространство V4 допускает квазигеодезическое отображение на V̄4, то для всех X выпол-
няются условия (5) и ḡ(X,FX) = 0, причем эти условия не являются достаточными. Я. Шапи-
ро [60] обобщил идею квазигеодезических отображений на случай An → Ān. Многие геометры
изучали квазигеодезические отображения An → Ān и An → V̄n в смысле Шапиро. В [113] отоб-
ражения (псевдо)римановых пространств Vn → V̄n при выполнении условий (5) и ḡ(X,FX) = 0
названы квазигеодезическими.
F -Планарное отображение An на (псевдо)риманово пространство V̄n называется F1-планарным,

если для всех X выполняется условие

ḡ(X,FX) = 0.

Доказано, что основные уравнения F1-планарных отображений An на V̄n можно привести к си-
стеме типа Коши, и общее решение зависит от r 6 (n+ 1)(n + 2)/2 числовых параметров.

Далее предполагаем, что форма ψ(X) является градиентом некоторой функции Ψ, т.е.

ψ(X) = ∇XΨ.

Такие F1-планарные отображения называются F2-планарными (см. [118]).

Теорема 7. Пусть пространство An допускает F2-планарное (или геодезическое) отобра-

жение на риманово пространство V̄n. Тогда

exp(−4Ψ(x)) ḡ(ẋ, ẋ) (8)

является первым квадратичным интегралом геодезических пространства An, где ẋ = dx/ds—

касательный вектор геодезических x(s) пространства An и s— канонический параметр.

4.3. Об F2-планарных отображениях при специальных краевых условиях. Используя
метод А. Швеца [68], Й. Микеш (см. [117,119,120,129]) получил следующую теорему.

Теорема 8. Пусть компактное ориентируемое собственно риманово пространство Vn с кра-

ем ∂V допускает F2-планарное отображение на риманово пространство V̄n. Если во всех точках

m ∈ Vn секционная кривизна неположительна и во всех точках m ∈ ∂V выполняется условие

ḡ(X,Y ) = f g(X,Y ) для метрик Vn и V̄n, где X,Y — произвольные касательные векторы, то это

отображение является гомотетическим.

Учитывая результат о первом интеграле, Худа и Микеш доказали следующую теорему [57].

Теорема 9. Пусть f : Vn → V̄n — F2-планарное (или геодезическое) отображение. Предполо-

жим, что в Vn существует описанная выше область V (канонический геодезический каркас) и

в точках xi, i = 1, 2, . . . , N , выполняются условия

ḡxi
= ki gxi

. (9)

Тогда отображение f является гомотетическим.

Сформулированная теорема существенно обобщает теорему 8, сформулированную выше, так
как не требует ограничений на кривизну Vn. С другой стороны, теорема 8 интересна для случая,
когда ∂V = 0 (что не исключается) или когда граница ∂V более специфическая.
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4.4. Голоморфно-проективные отображения келеровых и эллиптически келеровых

пространств. Как было уже сказано, голоморфно-проективные отображения келеровых и эл-
липтически келеровых пространств являются специальным случаем F2-планарными отображе-
ниями. Детальный анализ основных уравнений этих отображений, полученых Й. Микешем и
И. Гинтерлейтнер (см. [120,129]) приводит к следующей теореме.

Теорема 10 (Худа, Микеш [92]). Пусть (эллиптическое) келерово пространство Kn с мет-

рическим тензором g допускает голоморфно-проективное отображение на K̄n с метрическим

тензором ḡ. Если в точке x0, в окрестности которой Kn не имеет постоянной голоморфной

кривизны, имеет место равенство ḡ = k g, то отображение является гомотетическим, т.е.

ḡ = k g, k = const, на всем пространстве Kn.

Подобный результат имеет место для F ε
2 -планарных отображений (см. [109]).

5. Конформно-проективные и конформно-голоморфно-проективные отображения

5.1. Конформно-проективные отображения. В работах И. Гинтерлейтнер [100,101] иссле-
довалась композиция конформного и геодезического отображений. Это привело к рассмотрению
конформно-проективных отображений.

Диффеоморфизм f : Vn → V̄n называется конформно-геодезическим отображением, если

f = f1 ◦ f2 ◦ f3,

где

f1 : Vn = (M,g) → 1Vn = (M, 1g) — конформное отображение,

f2 :
1Vn = (M, 1g) → 2Vn = (M, 2g) — геодезическое отображение,

f3 :
2Vn = (M, 2g) → V̄n = (M, ḡ) — конформное отображение.

Теорема 11. Диффеоморфизм f : Vn → V̄n является конформно-геодезическим тогда и толь-

ко тогда, когда для любого векторного поля X имеют место следующие уравнения:
(

∇̄ − ∇
)

X
X = 2ψ(X) ·X + g(X,X) · Σ+ ḡ(X,X) · Ω,

где ψ— дифференциальная 1-форма, Σ и Ω— векторные поля, для которых существуют функ-

ции ̺1, ̺2 и ̺3 на M , для каждого векторного поля X удовлетворяющие условиям

∇X̺1 = g(X,Σ), ∇X̺2 = ḡ(X,Ω), ∇X̺3 = ψ(X).

Теорема 12 (Худа, Микеш [93]). Пусть пространство Vn с метрическим тензором g допус-

кает конформно-проективное отображение на пространство V̄n с метрическим тензором ḡ.
Если в точке x0, в окрестности которой Vn не имеет нулевого тензора конформной кривизны,

имеет место равенство ḡ = k g, то отображение является конформным.

5.2. Конформно-голоморфно-проективные отображения. Г. Худа и М. Шиха провели
подобные исследования для отображений эрмитовых пространств.

Напомним, что риманово пространство Hn = (M,g, F ) называется (почти) эрмитовым, если в
нем наряду с метрическим тензором g существует структура F , удовлетворяющая условиям F 2 =
− Id и g(X,FX) = 0 для любого X (см. [110]). Более того, если ∇F = 0, то пространство является
кэлеровым. Классификацию почти эрмитовых пространств привели A. Грей и Л. М. Гервелла
(см. [99]).

Диффеоморфизм f : Hn → H̄n называется конформно-голоморфно-проективным отображе-

нием, если

f = f1 ◦ f2 ◦ f3,
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где

f1 : Hn = (M,g, F ) → 1Hn = (M, 1g, F ) — конформное отображение,

f2 :
1Hn = (M, 1g, F ) → 2Hn = (M, 2g, F ) — гогоморфно-проективное отображение,

f3 :
2Hn = (M, 2g, F ) → H̄n = (M, ḡ, F ) — конформное отображение.

Теорема 13. Диффеоморфизм f : Hn → H̄n является конформно-голоморфно-проективным

тогда и только тогда, когда для любого векторного поля X имеют место следующие уравнения:
(

∇̄ − ∇
)

X
X = 2ψ(X) ·X − 2ψ(FX) · FX + g(X,X) · Σ+ ḡ(X,X) · Ω,

где ψ— дифференциальная 1-форма, Σ и Ω— векторные поля, для которых существуют функ-

ции ̺1, ̺2 и ̺3 на M , для каждого векторного поля X удовлетворяющие условиям

∇X̺1 = g(X,Σ), ∇X̺2 = ḡ(X,Ω), ∇X̺3 = ψ(X).

Следующая теорема вытекает из теоремы 10 и результатов, полученных в [95] для голоморфно-
проективных отображений конформно кэлеровых пространств.

Теорема 14. Пусть f — конформно-голоморфно-проективное отображение почти эрмито-

вых пространств (M,g, F ) и (M, ḡ, F̄ ). Если метрики пропорциональны в x0, т.е.

ḡij(x0) = µ · gij(x0), µ ∈ R,

и не существует такого α ∈ R, что

Ch
ijk(x0) = α ·Qh

ijk(x0)

и ∇F = 0 на Ux0
, то f — конформное отображение, где

Qh
ijk = δhj gik − δhkgij +

n− 1

3
(F h

j Fik − F h
k Fij + 2F h

i Fjk).

6. Почти геодезические отображения пространств аффинной связности

Напомним основные понятия и теоремы теории почти геодезических отображений пространств
аффинной связности, изложенные Н. С. Синюковым в [44,45, 47–49].

Рассмотрим пространство аффинной связности An без кручения, отнесенное к локальной си-
стеме координат x1, x2, . . . , xn с объектом связности Γh

ij(x).
Кривая ℓ : xh = xh(t) пространства аффинной связности An (n > 2) называется почти геоде-

зической линией, если ее касательный вектор λh = dxh/dt удовлетворяет уравнениям

λh2 = a(t) · λh + b(t) · λh1 , (10)

где
λh1 ≡ λh,α λ

α, λh2 ≡ λh1,α λ
α,

запятая обозначает ковариантное дифференцирование по связности пространства An, a(t) и b(t)—
некоторые функции указанного аргумента.

Отображение π пространства аффинной связности An на пространство аффинной связности
Ān называется почти геодезическим отображением, если каждая геодезическая линия простран-
ства An переходит в почти геодезическую линию пространства Ān.

Теорема 15 (Н. С. Синюков, [48]). Для того чтобы отображение An на Ān было почти гео-

дезическим, необходимо и достаточно, чтобы в общей по отображению системе координат

x1, x2, . . . , xn тензор деформации связностей

P h
ij = Γ̄h

ij − Γh
ij

удовлетворял тождественно относительно x1, x2, . . . , xn и λ1, λ2, . . . , λn условиям

(P h
αβ,γ + P h

δαP
δ
βγ)λ

αλβλγ = b P h
αβλ

αλβ + aλh, (11)
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где Γh
ij, Γ̄

h
ij — компоненты объекта аффинной связности пространств An и Ān, λ

1, λ2, . . . , λn —

компоненты некоторого вектора, a и b— некоторые инварианты, зависящие от x1, x2, . . . , xn и

λ1, λ2, . . . , λn.

В соответствии с характером зависимости инвариантов a и b от λ1, λ2, . . . , λn Синюков выделил
три типа почти геодезических отображений π1, π2 и π3:

1) Отображение π : An → Ān является почти геодезическим типа π1, если выполняются усло-
вия

P h
(ij,k) + Pα

(ijP
h
k)α = δh(iajk) + b(iP

h
jk), (12)

где aij — некоторый симметрический тензор, bi — некоторый ковектор.
2) Отображение π : An → Ān является почти геодезическим типа π2, если выполняются усло-

вия

P h
ij = δh(iψj) + F h

(iϕj), (13)

F h
(i,j) + F h

αF
α
(iϕj) = δh(iµj) + F h

(iρj), (14)

где ψi, ϕi, µi, ρi — некоторые векторы, F h
i — аффинор.

3) Отображение π : An → Ān является почти геодезическим типа π3, если выполняются усло-
вия

P h
ij = δh(iψj) + ϕh ωij, (15)

ϕh
,i = ϕhθi + ρδhi , (16)

где ϕh, ψi, θi — некоторые векторы, ωij — некоторый симметрический тензор и ̺— некоторый
инвариант.

Вопрос о полноте классификации почти геодезических отображений пространств аффинной
связности долгое время был открыт.

Ответ на этот вопрос дает следующая теорема.

Теорема 16 (Березовский, Микеш [71,75]). При размерности пространств n > 5 других ти-

пов почти геодезических отображений пространств аффинной связности, кроме π1, π2 и π3, не

существует.

В силу того, что условия, характеризующие три типа бесконечно малых почти геодезических
преобразований, аналогичны условиям, характеризующим три типа π1, π2 и π3 почти геодезиче-
ских отображений, имеет место следующая теорема.

Теорема 17 (Березовский, Микеш [71]). При размерности пространств n > 5 других типов

бесконечно малых почти геодезических преобразований пространств аффинной связности, кро-

ме π1, π2 и π3, не существует.

Из теоремы 3 вытекает следующее утверждение.

Теорема 18 (Березовский, Микеш [71]). При размерности пространств n > 5 существует

только три типа (n− 2)-проективных пространств An.

Для общих пространств аффинной связности имеет место следующая теорема.

Теорема 19 (Березовский, Микеш [71]). При размерности пространств n > 5 существует

только три типа π1, π2 и π3 почти геодезических отображений и бесконечно малых преобра-

зований общих пространств аффинной связности An.

Типы почти геодезических отображений π1, π2 и π3 могут пересекаться. Укажем условия, при
которых это происходит.

Типу π2 принадлежат аналитически планарные отображения почти комплексных многообра-
зий (со связностю без кручения) (С. Исихара [111], Я. Тасиро [141]), голоморфно проективные
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отображения классических, гиперболических и параболически кэлеровых пространств (Т. Оцуки,
Я. Тасиро [111], М. Прванович [131]). См. также [1, 48, 51, 120,129,133,137–140,143].

Алгебраическую структуру (13) имеет также тензор деформации связности при отображе-
нии пространств аффинной связности с сохранением линейного комплекса геодезических линий
(В. М. Чернышенко [56,58]). При этом на ϕi(x) налагается условие дифференциального характера

ϕ(i,j) = χ(iϕj), (17)

где χi — некоторый ковариантный вектор. Для аффинора F h
i (x) никаких условий не появляется.

Типу π3 принадлежат конциркулярные отображения римановых пространств (К. Яно [144]).
Алгебраическую структуру (15) имеет также тензор деформации связности при отображении
пространств аффинной связности с сохранением квадратического комплекса геодезических линий
(В. М. Чернышенко [56,58]). При этом для тензора ωij(x) возникают условия дифференциального
характера

ω(ij,k) = θ(iωjk), (18)

где θi — некоторый ковариантный вектор. Для вектора ϕh в этом случае не появляется никаких
условий.

Теорема 20 (Березовский, Микеш [10,71]). Если почти геодезическое отображение π явля-

ется одновременно отображением типов π1 и π2, то π является отображением пространств

аффинной связности с сохранением линейного комплекса геодезических линий.

Теорема 21 (Березовский, Микеш [10,71]). Если почти геодезическое отображение π явля-

ется одновременно отображением типов π1 и π3, то π является отображением пространств

аффинной связности с сохранением квадратичного комплекса геодезических линий.

Если в уравнениях (14) аффинор F h
i удовлетворяет неравенству

F h
i 6= ̺δhi + ϕhai, (19)

где ϕh, ai — некоторые векторы, ̺— некоторый инвариант, то отображения типов π2 и π3 не

пересекаются.

Аналогичные теоремы имеют место для почти геодезических бесконечно малых преобразова-
ний пространств аффинной связности. Поэтому естественным образом выделяются отображения

π12 = π1 ∩ π2, π13 = π1 ∩ π3.

Отображения π12 и π13 на основании теорем сохраняют линейный и квадратичный комплексы
геодезических линий соответственно.

Отображения π12 характеризуются уравнениями (13), (14) и (17), а π13 — уравнениями (15),
(16) и (18).

Таким образом, при определенных дополнительных условиях выделены попарно непересекаю-
щиеся типы почти геодезических отображений и преобразований:

π1, π2, π3, π12 = π1 ∩ π2, π13 = π1 ∩ π3.

Выделенные типы при n > 5 дают полную попарно непересекающуюся классификацию по-
чти геодезических отображений и бесконечно малых почти геодезических преобразований про-
странств аффинной связности.

В силу того, что основные уравнения почти геодезических отображений первого типа нелиней-
ны и достаточно сложны, они долгое время оставались наименее изученными.

Поэтому рассмотрим некоторые специальные почти геодезические отображения первого типа
пространств аффинной связности.
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Теорема 22 (Березовский, Микеш). Для того чтобы тензор Римана Rh
ijk являлся инва-

риантным геометрическим объектом относительно почти геодезических отображений про-

странств аффинной связности, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия

Ah
ijk = Ah

ikj .

Пусть при отображении пространств аффинной связности An на Ān выполняются условия

P h
ij,k + P h

ik,j = −Pα
ijP

h
αk − Pα

ikP
h
αj + δh(iajk). (20)

Такие отображения являются частным случаем почти геодезических отображений первого типа.
Уравнения (20) сведены к уравнениям вида

P h
ij,k = −Pα

ijP
h
αk + δh(iãjk), (21)

где ãij — некоторый тензор.
Очевидно, для почти геодезических отображений, характеризующихся условиями (21), тензор

Ah
ijk имеет вид

Ah
ijk = δh(iãij).

Тогда на основании теоремы 22 получаем следующее утверждение.

Теорема 23 (Березовский, Микеш). Тензор Римана Rh
ijk является инвариантным геометри-

ческим объектом пространств аффинной связности относительно почти геодезических отоб-

ражений, определяемых уравнениями (20).

Поскольку тензор Римана в аффинном пространстве обращается в нуль, то имеет место сле-
дующая теорема.

Теорема 24 (Березовский, Микеш). Если аффинное пространство An допускает почти гео-

дезическое отображение, определяемое уравнениями (20), на Ān, то Ān является аффинным

пространством.

Таким образом, аффинные пространства образуют замкнутый класс относительно почти гео-
дезических отображений, определяемых уравнениями (20). Уравнения (20) сведены к замкнутой
системе типа Коши в ковариантных производных.

Рассматриваются канонические почти геодезические отображения первого типа пространств
аффинной связности An → Ān, характеризующиеся следующими уравнениями (см. [48]):

P h
ij,k + P h

ik,j = −Pα
ijP

h
kα − Pα

ikP
h
jα + δhkaij + δhj aik, (22)

где aij — некоторый симметрический тензор (запятая обозначает ковариантную производную в
пространстве аффинной связности An).

Уравнения (22) сведены к замкнутой системе типа Коши в ковариантных производных от-
носительно функций P h

ij(x), aij(x). Установлено, что количество существенных параметров, от
которых зависит общее решение такой системы, не превышает числа n(n+ 1)2/2.

Теорема 25 (Березовский, Микеш). Тензоры

∗

Wh
ijk = Rh

ijk −
1

n− 1

(

Rijδ
h
k −Rikδ

h
j

)

, Wij = Rij −Rji,

а также тензор проективной кривизны Вейля являются инвариантными геометрическими

объектами относительно почти геодезических отображений первого типа, определяемых урав-

нениями (22).

Теорема 26 (Березовский, Микеш). Если проективно-евклидово или эквиаффинное про-

странство An допускает почти геодезическое отображение на Ān, характеризующееся урав-

нениями (22), то Ān является проективно-евклидовым или эквиаффинным пространством со-

ответственно.
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Таким образом, проективно-евклидовы и эквиаффинные пространства образуют замкнутые
классы относительно почти геодезических отображений, определяемых уравнениями (22).

В случае, когда тензор aij(x) тождественно обращается в нуль, уравнения (22) вполне инте-
грируемы.
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121. Mikeš J., Kiosak V., Vanžurová A. Geodesic mappings of manifolds with affine connection. Palacky

University Press (2008) 220pp.
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