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Cередня дисперсія як загальна характеристика розсіювання випадкової величини
Розглядається новий метод оцінки точності вимірів він відрізняється від традиційних тим, що в результаті обробки вимірів однієї величини одержують не тільки середню квадратичну похибку, а й середні квадратичні похибки всіх вимірів.
Ключові слова. Генеральна дисперсія, середня дисперсія, випадкові величини.




Новий підхід до оцінки точності вимірювань започатковано в праці [1], в якій наводиться дисперсія  значення  дискретної випадкової величини. Доведено, що середня дисперсія  і генеральна дисперсія  мають таку залежність:
                                                                                                                    (1)
Невирішеною проблемою є встановлення властивостей середньої дисперсії.
Ціль – встановити суть цієї характеристики розсіювання дискретної величини X.





Величину , що має значення  будемо розглядати як таку, що розсіюється не лише відносно генерального середнього значення , а і відносно окремих значень  цієї випадкової величини. Якщо за центр розсіювання випадкової величина прийняти математичне сподівання , тоді характеристикою її розсіювання буде генеральна дисперсія
                               ,                                  (2)

де  – функція розподілу ймовірностей [5].




Якщо за центр розсіювання величини  взяти якесь значення  із групи  генеральної сукупності [3], то приходимо до такого означення дисперсії значення  випадкової величини:
                               .                              (3)


З порівняння залежностей (2), (3) виходить, що генеральна дисперсія  і дисперсія  мають однакове алгебраїчне відображення. Втім, на справді, ці дві характеристики мають різні властивості. Щоб довести це, розглянемо сукупності в яких визначаються ці дві характеристики.


Дисперсія  визначається за сукупністю (обсягу ):
                                    ,                       
Дисперсію  обчислюють за генеральною сукупністю
                                                          
Генеральна дисперсія
                                               



є квадратом середньої квадратичної різниці генерального середнього  і показників усіх вимірів, оскільки в цьому рівнянні величина  є сумою  квадратів різниць. А дисперсія 
                                               (4)






не є квадратом середньої квадратичної різниці значення  величини  і значень, що доповнюють  до , тому що в залежності (4) утворена  квадратами різниць.




Буває, що генеральна сукупність має великий обсяг  групи . Тоді дисперсію значення  величини  обчислюють за теоремою [1]
                                                                                          (5)
Генеральна дисперсія визначається за такою теоремою [1]: 
                                         ,                          (6)




де  – імовірність значення  групи . Оскільки, обсяг  дорівнює обсягу «значень» величини X,  то з залежності (6) випливає: 
                                                      .

Врахувавши залежність (1), одержимо таке правило визначення середньої дисперсії величини :
                                                    .





Твердження 1. Середня дисперсія  – це поле розсіювання  величини  відносно таких центрів: , .

Доведення. Якщо є генеральна сукупність вимірів однієї величини, то, згідно аксіоми теорії похибок вимірювань [3], випадкова величина  набуває множину значень в такому обмеженому замкненому інтервалі:
                                                                                       (7)

де  – найменше і найбільше значення вимірів; – [Q] ступінь квантування вимірів [4].




Отже, величина  може мати такі значення в межах: , . Визначимо за правилом (5) розсіювання  цих значень, одержимо
                     ;
                     
то твердження доведено.










Середню дисперсію  визначають в генеральних сукупностях вимірів, тобто в сукупностях, які характеризуються наповненістю  і такою добротністю Q, що дозволяє надійно встановити функцію  розподілу ймовірностей [3]. Якщо в процесі вимірювань однієї величини набрано сукупність вимірів, яка має великий обсяг , значну добротність , але наповненість сукупності F < 1 тобто проекція сукупності не є повною групою  вимірів, то ця сукупність вимірів може розглядатися лише як випадкова вибірка, що репрезентує генеральну сукупність. Тоді визначають вибіркове середнє (просту арифметичну середину) , та наближене значення  характеристики  розсіювання величини  [1]
                                                          ,                                                    (8)



де  – це вибіркова дисперсія [2]. Дисперсія  є оцінкою для середньої дисперсії . Від відповідності (5) приходимо до такого правила [1]:
                                                .                                          (9)




Оскільки, залежності  (5), (9) є однаковими алгебраїчними відповідностями, то величина  дорівнює вибірковій дисперсії  значень ,  вибірки.
Приклад 1.  У таблиці наведено ряд розподілу генеральної сукупності вимірів перевищення за зростанням між двома реперами нівелірного ходу [1].





Потрібно визначити дисперсії  значень  випадкової величини та порівняти ці дисперсії з середньою дисперсією 

Табл. Ряд розподілу генеральної сукупності вимірів
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Генеральна сукупність має обсяг вимірів , а обсяг “значень” генеральної сукупності  Ступінь квантування вимірів [Q] =0.1 мм. Розмах вимірів W = 1.9 – 1.3 = 0.6 мм. Характеристика положення випадкової величини мм. Характеристики її розсіювання: 



 мм2 ;  .

Випадкова величина  набуває множину значень в такому обмеженому замкненому інтервалі:
              ,

відповідно довірчий інтервал для величини  має вигляд з довірчою ймовірністю одиниця:





Одержимо:




 



 



Розглянемо функцію щільності розподілу величини  з середнім значенням  і дисперсією  для нормального закону [5]


        <х<                      (10)



Твердження 2. Якщо величина  нормально розподілена, має середню дисперсію , то для значень  функція щільності розподілу випадкової величини матиме такий вигляд:



Доведення. З теореми (5) випливає, що

                                                 (11)
Врахувавши залежності (1), (11), одержимо





      
От же, функція (10) приводиться до такого вигляду:




                       <<                          (12)





Для значень   випадкої величини, в відповідності з правилами (1), (5) одержимо такі дисперсії: 




...

…
Для дисперсій наведених значень за правилом (12) знайдемо щільності нормального розподілу випадкової величини











(13)

……………………………………………………..




Твердження доведено.








Приклад 2. В прикладі 1 генеральна сукупність має такі характеристики:  мм;  мм;  . Потрібно за формулами (13) обчислити співвідношення щільності розподілу випадкової величини для її значень:    .
Були обчислені такі значення щільності розподілу випадкової величини:



4,09306 мм;



2, 48257 мм;



0,55394 мм;



0,04547 мм.

Якщо прийняти щільність розподілу значення  за одиницю, то співвідношення наведених щільностей буде таке:









 1 : 0,606 : 0,135 : 0,011.
Висновки:
1.Обгрунтовуються два твердження теорії похибок вимірювань.



2. Cередня дисперсія  – це загальна характеристика розсіювання випадкової величини. Вона є кращою оцінкою розсіювання величини  ніж генеральна дисперсія 
3. Відповідності (13) – це властивості кривої нормального розподілу.
Перспективи подальших розвідок в даному напрямку полягають в установленні законів розподілу, властивостей характеристик положення і розсіювання випадкових величин, які набувають значень в точковій множині интервалу (7).
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Average variance as a general characteristic of the dispersion of a random variable
A new method of assessing the accuracy of measurements is being considered. It differs from traditional methods in that, as a result of processing the measurements of one quantity, not only the mean squared error is obtained, but also the mean squared errors of all measurements.
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