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[bookmark: _GoBack]Дисперсії геодезичних вимірів
Відомо, що генеральні сукупності вимірів оцінюються не вибірковими дисперсіями, дослідженням яких займається теорія ймовірностей, а дисперсіями  Новий підхід до оцінки точності започатковано в рекомендації ІНС 1 Міжнародного комітету мір та ваг, яка рекомендує складові невизначеностей категорії А оцінювати вибірковими дисперсіями  або відхиленнями si [1].
Необхідно вирішити проблему оцінки точності геодезичних вимірювань при наявності генеральної сукупності вимірів.
Кількісною (числовою) мірою відхилення дискретної випадкової величини Х від її математичного сподівання  прийнято центральний момент другого порядку, який позначається символом  тобто
                                                             (1)
де: f(x) – функція розподілу ймовірностей [5].
В математичній статистиці, складовою частиною якої є теорія похибок вимірювань, величину  називають генеральною дисперсією, а величина  є стандартним відхиленням величини Х.
Математичне сподівання величини Х визначається
                                                                                     (2)
У теорії ймовірностей величину μ називають середнім значенням величини Х, а в математичній статистиці – генеральним середнім значенням.
Дисперсію дискретної величини Х обчислюють за теоремою, яка наведена в праці [5]:
                                                                                               (3)
де 
                                                                                                (4)
є математичним сподіванням квадрата випадкової величини.
Доведення (3) виконується на основі означень (1), (2), (4) і за другою аксіомою ймовірностей:
                                                                                     (5)
Другу аксіому ймовірностей формулюють ще так [2], що  для достовірної події I.
Навівши цю аксіому і вказавши, що з рівності  не випливає, що Е являє собою достовірну подію, теорія ймовірностей ніколи не наводить жодного прикладу вірогідної події. Використавши сучасну методику, яка дозволяє практично до мінімуму скоротити вплив систематичних похибок, сучасні прилади (високоточний нівелір і інварні нівелірні рейки), можна виміряти перевищення між двома реперами розташованими на відстані 100 метрів один від одного багатьма прийомами і обчислити генеральне середнє значення μ який би довірчий інтервал для цього значення не був би побудований, цей інтервал не буде вірогідним, оскільки його ймовірність не дорівнює одиниці.
Теорія ймовірностей не приділяє уваги розмаху R значень виміряних випадкових величин, бо розглядає випадкові величини, які набувають значень в межах від  В теорії похибок вимірювань розмах значень вимірів R є вірогідною величиною, оскільки при збільшені кількості вимірів однієї величини він приблизно набуває постійного значення.
Розглянемо функцію щільності розподілу величини Х з середнім значенням μ і дисперсією  для нормального закону розподілу [5]:
                                                  (6)
де: π = 3.1415926… ; е = 2.71828… .
На цьому законі будується теорія ймовірностей, а в геодезичній практиці випадкові величини набувають найбільших значень 
З означення (1) і теореми (3) витікає, що генеральна дисперсія  – це розсіювання величини Х відносно її генерального середнього значення μ. Величина μ є такою числовою реалізацією значень генеральної сукупності вимірів, яка має генеральну дисперсію , яка є найменшою з усіх дисперсій, які визначаються на цій сукупності.
Наприклад, якщо взяти якесь значення хі величини Х, то воно має свою міру розсіювання – дисперсію 
Означення. Є генеральна сукупність вимірів, які мають значення хі. Дисперсією  значення хі дискретної величини Х називається математичне сподівання квадрата відхилення величини Х від хі, тобто
                                                          (7)
де: f(x) – функція розподілу ймовірностей [5].
Величина  називається стандартним відхиленням значення хі величини Х.
Приклад 1, у табл. 1 наведено ряд розподілу значень генеральної сукупності вимірів обсягом n = 100 перевищень між двома реперами нівелірного ходу. Визначимо довірчий інтервал для значень дискретної величини, генеральне середнє значення μ перевищення, генеральну дисперсію , стандартне відхилення , а також дисперсії:  значень х(1), х(2), …, х(7) 
перевищень і їхні стандартні відхилення 
Табл. 1. Ряд розподілу значень генеральної сукупності вимірів
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Генеральна сукупність має обсяг вимірів k =100, а обсяг «значень» генеральної сукупності kG = 7. Ступінь квантування [3] вимірів [Q] = хі+1 – хі = 0,1 мм, розмах вимірів W = хmax – хmin = 1,9 – 1,3 = 0,6 мм (табл. 1).
Центр розмаху вимірів буде таким:
                                              
  
Враховуючи заокруглення значень вимірів, знайдемо допустимі граничні значення перевищення
                                       
Довірчий інтервал для значень величини Х набуде вигляду:
        
За формулою (2) обчислимо генеральне середнє значення перевищення
 ,
Визначимо відхилення  центра розмаху  вимірів від генерального середнього значення μ
                                                      
Оскільки відхилення  за величиною значно менше ступеня квантування [Q] вимірів, то в першому наближенні можна вважати, що виміри нормально розподілені.
Генеральну дисперсію величини Х обчислимо за теоремою (3), для цього за формулою (4) визначимо математичне сподівання квадрата випадкової величини
     
отже,
                      
За означенням (7) обчислимо розсіювання :  значень х(1), х(2),
 …, х(7) генеральної сукупності вимірів і їхні стандартні відхилення 
одержимо
              
           
Аналогічно одержимо              
 
     
Обчислення дисперсій  значень величини Х значно спроститься, якщо застосувати загальне правило їх обчислення.
Теорема 1. Якщо μ – генеральне середнє значення, а  – генеральна дисперсія дискретної величини Х, то дисперсія  значення хі набуде вигляду:
                              (8)
Доведення. За означенням (7)
      
                               (9)
У цьому рівнянні  враховуючи аксіому ймовірностей (5), одержимо:  на основі означень (2), (4) в рівнянні (9):
  а  таким чином, рівняння (9) спрощується:
                                              (10)
З урахуванням теореми (3):  використавши цю залежність, формулу (10) запишемо в такому вигляді:
                      (11)
Таким чином теорему доведено.
З теореми випливають два наслідки.
Наслідок 1. Якщо генеральна сукупність вимірів має ступінь квантування [Q], то дисперсія  значення хі величини Х буде мати вигляд:
                                                 (12)
де : х(1) = хmin є першим упорядкованого за зростанням ряду «значень» сукупності вимірів; і – порядковий номер «значення» виміру у ряді вимірів.
Якщо є генеральна сукупність вимірів, то впорядкований за зростанням ряд «значень» вимірів має ступінь квантування [Q], отже,
                                                         
                   
в цьому ряді величина  З урахуванням наведених значень від правила (8) переходимо до правила (12), отже розсіювання вимірів залежить від їх розмаху R і ступеня квантування [Q].
Наслідок 2. Якщо є випадкова вибірка обсягу к, то вибіркова дисперсія  значення хі величини Х буде мати вигляд:
                                                          (13)
де:    що є вибірковою дисперсією [2] ;  – це 
вибіркове середнє значення (арифметичне середнє) величини Х.
Вибіркова дисперсія s2 є оцінкою для генеральної дисперсії , а алгебраїчним відображенням середнього значення μ величини Х і дисперсії  у випадковій вибірці відповідно будуть вибіркове середнє значення  і вибіркова дисперсія , врахувавши наведені відповідності від правила (8) приходимо до правила (13).
Приклад 2. Візьмемо ряд розподілу з прикладу 1 з його характеристиками. Необхідно обчислити розсіювання значень вимірів за наведеною теоремою (8), правилом (12) і стандартні відхилення значень вимірів, отже маємо:
          
          
аналогічно знайдемо:
         
         
              
Обчислимо дисперсії значень генеральної сукупності за правилом (12):
          
             
                
Отже, якщо дисперсії  значень величини Х визначати за ознаками (7), за теоремою (8) або за правилом (12), то видно, що вони мають однакові значення.
Відхилення значень вимірів буде:
    
   
Контроль обчислення дисперсійних значень величини Х зробимо за такою теоремою.
Теорема 2. Якщо генеральна сукупність вимірів має обсяг k, зачення величини X – обсяг kG, генеральна дисперсія σ2 і сума дисперсій  значень вимірів, дисперсії  значень величини Х мають такі залежності:
                                                       (14)
                                              (15)
де:  – ймовірності значення х(і) величини Х.
З теореми 1 рівняння (8) випливає, що 
                                                        
                                                        
                                   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .                       
                                                         
Додаємо ліві і праві частини цих рівнянь, одержимо
                                      
розділимо ліву і праву частини цього рівняння на k, одержимо
                                            
              ,    
врахувавши теорему (3), одержимо  від цього рівняння приходимо 
до залежності (14).
Припустимо, що генеральна сукупність має значення х(1), х(2), …,  суми 
дисперсій вимірів, які мають однакові значення  будуть 
такими:
                                   
Отже,  , буде сумою дисперсій значень генеральної 
сукупності, врахувавши залежність (14), одержимо
                                                      
Відповідно теорему 2 доведено. З теореми випливають два наслідки.
Наслідок 1. Якщо є генеральна сукупність вимірів, то середня дисперсія  значень дискретної величини і її середнє стандартне відхилення  мають такий вигляд:
                                                                                                            (16)
                                                    .                                                       (17)
З рівнянь (14) і (15), одержимо:
                                                                   (18)
                                                        (19)
Із рівнянь (18) і (19) випливає, що величина  – це середня дисперсія значень величини Х. Позначивши середнє відхилення величини Х символом , із рівнянь (18) і (19) одержимо рівняння (16) і (17).
Наслідок 2. Якщо є випадкова вибірка, яка репрезентує генеральну сукупність вимірів, то середня вибіркова дисперсія  і середнє вибіркове відхилення  величини Х набудуть такого вигляду:
                                                                                                  (20)
                                                                                                   (21)
Вибіркова дисперсія s2 є прямим алгебраїчним відображенням генеральної дисперсії . Отже, від залежностей (16) і (17) приходимо до відповідностей (20) і (21).
Генеральну дисперсію  вважають характеристикою розсіювання величини Х. По суті, величина Х є квадратом середнього квадратичного відхилення значень цієї величини від її середнього значення μ. Середня дисперсія  – це числова реалізація сукупності дисперсій усіх значень величини Х, тому середня дисперсія  є кращою оцінкою розсіювання величини Х ніж генеральна дисперсія .
Приклад 3. За рядом розподілу значень генеральної сукупності вимірів перевищення, наведеного в табл. 1, необхідно виконати контроль обчислень, визначити середню дисперсію і середнє відхилення величини Х, для цього знайдемо обсяги m1, m2, . . ., m7 вимірів, які мають значення х(1), х(2),. . ., х(7):
        
       
       
                 
Контроль: , Знайдемо суму розсіювань значень величини Х
                    
Контроль обчислень дисперсій значень величини Х виконаємо за формулами (14) і (15):
                                                  
          
   
                                      
З формулами (16) і (17) знайдемо середню дисперсію і середнє відхилення величини Х:
                  
Підсумовуючи, можна сказати, що за одержаними формулами (8) і (12) можна швидко визначити дисперсії значень генеральних сукупностей вимірів і встановити ваги цих вимірів щодо замкненості геодезичних побудов [4] , це дає можливість розподіляти нев’язкі безпосередньо в значення хі вимірів і одержати точніші генеральні середні значення  вимірів.
Одержані формули (16), (17), (20), (21) дають можливість знайти середні дисперсії і середні відхилення вимірів генеральних і вибіркових сукупностей вимірів.
Висновок. Величини дисперсій геодезичних вимірів, а отже і точність вимірювань знаходяться в залежності від ступеня квантування [Q] і розмаху W вимірів. Високоточні вимірювання, як правило, виконуються зі сталим ступенем квантування. Тому, для зменшення дисперсій вимірів, вимірювання необхідно проводити такими приладами, використання яких зменшує розмах W вимірів, наприклад, при кутових вимірюваннях і нівелюванні менші розмахи вимірів одержимо при застосуванні тахеометрів, теодолітів і нівелірів, зорові труби яких мають більші діаметри вхідних отворів.
Перспективи подальших досліджень у даному напрямку полягають в розробці нових методів зрівнювання вимірів елементів замкнених систем кіл К, М геодезичних побудов [4] , у визначені точності зрівняних елементів таких систем, у знаходженні найімовірніших значень дисперсій результатів додавання сукупностей вимірів та у встановлені законів розподілу [6] дискретних величин, що набувають значень у межах їх вірогідного розмаху W.
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The dispersion of geodetic measurements
A new approach to accuracy assessment was initiated in the INS 1 recommendation of the International Committee of Weights and Measures, which recommends that the uncertainty components of category A be estimated by sample variances sі2 or deviations sі [1].
It is known that general aggregates of measurements are estimated not by sample variances, which are studied by the theory of probabilities, but by σ2 variances.
It is necessary to solve the problem of assessing the accuracy of geodetic measurements in the presence of a general set of measurements.
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