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Вступ

В економiцi, як й у iнших сферах людської дiяльностi або у приро-
дi, постiйно доводиться мати справу з подiями, якi неможливо точно
передбачити. Так, об’єм продаж товару залежить вiд попиту, що мо-
же суттєво змiнюватись, та вiд ряду iнших факторiв, врахувати якi
практично нереально. Тому при органiзацiї виробництва i здiйснен-
ня продаж необхiдно прогнозувати результат такої дiяльностi або на
основi власного та чужого досвiду, або на основi iнтуїцiї, яка в значної
мiрi теж опирається на дослiднi данi.

Однiєю з головних задач в теорiї ймовiрностей є задача визначен-
ня кiлькiсної мiри можливостi появи подiї.

Математична статистика займається вивченням закономiрностей,
яким пiдлягають масовi явища, на основi результатiв спостережень.

Перша задача математичної статистики—це розробка методоло-
гiї збору та групування статистичного матерiалу, який отриманий в
результатi спостережень за випадковими процесами.

Друга задача полягає у розробцi методiв аналiзу отриманих стати-
стичних даних. Цей аналiз включає оцiнку ймовiрностей подiй, фун-
кцiї розподiлу ймовiрностей або густини ймовiрностi, оцiнку параме-
трiв вiдомого розподiлу, а також зв’язкiв мiж випадковими величи-
нами.

Математична статистика спирається на теорiю ймовiрностей та, i
собi, служить основою для обробки i аналiзу статистичних результа-
тiв у конкретних галузях людської дiяльностi.
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Роздiл 1.

Теорiя ймовiрностей

1.1. Ймовiрнiсть подiї
Пiд подiєю розумiтимемо кожне явище, про яке можна сказати,

що воно вiдбувається (вiдбудеться) або не вiдбувається (не вiдбуде-
ться).

Для того, щоб оцiнити подiю, потрiбно врахувати або спецiально
створити умови, при яких вона вiдбувається. Виконання певних умов
або дiй для виявлення подiї, яка розглядається, називають дослiдом.

Подiю називають випадковою, якщо при виконаннi дослiду вона
може або вiдбутися, або не вiдбутися.

Подiю називають вiрогiдною, якщо вона неминуче вiдбудеться при
проведенi дослiду, i неможливою, якщо вона не може з’явитись у цьо-
му дослiдi.

Наприклад, випадiння снiгу в Уманi 29 листопада є випадковою
подiєю. Щоденний схiд Сонця можна вважати вiрогiдною подiєю, а
вибiр числа 7 з множини парних чисел—неможливою подiєю.

Подiї називають несумiсними, якщо вони разом не можуть спосте-
рiгатись в одному й тому ж дослiдi. Так, обслуговування одночасно
двох покупцiв на касi у магазинi— це двi несумiснi подiї.

Сумою подiй 𝐴1, 𝐴2, . . ., 𝐴𝑛 називають подiю, яка полягає в появi
хоча б однiєї з цих подiй:

𝐴1 + 𝐴2 + . . .+ 𝐴𝑛 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐴𝑖.

Приклад 1.1. Якщо 𝐴1 —продаж одного товару в магазинi, а 𝐴2 —
продаж другого товару, то сумою цих двох подiй є продаж або першого
товару, або другого товару, або обох товарiв одночасно.
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Добутком подiй 𝐴1, 𝐴2, . . ., 𝐴𝑛 називають подiю, яка полягає в
одночаснiй появi всiх цих подiй:

𝐴1 · 𝐴2 · . . . · 𝐴𝑛 =
𝑛∏︁

𝑖=1

𝐴𝑖.

Продаж одночасно двох товарiв є прикладом добутку двох подiй:
𝐴1 —продаж одного товару в магазинi, а 𝐴2 —продаж другого това-
ру.

Подiї𝐵1,𝐵2, . . .,𝐵𝑘 утворюють повну групу подiй, якщо хоча б одна
з них обов’язково вiдбудеться у дослiдi та вони попарно несумiснi.

Приклад 1.2. В порту є два причали для прийому суден. Розгляне-
мо три подiї: 𝐵1 —вiдсутнiсть суден бiля причалiв, 𝐵2 —наявнiсть
одного судна бiля одного з причалiв, 𝐵3 —наявнiсть двох суден бiля
двох причалiв. Цi три подiї утворюють повну групу.

Двi подiї, одна з яких обов’язково повинна вiдбутися, але настан-
ня однiєї виключає можливiсть настання iншої, називають протиле-
жними. Очевидно, що протилежнi подiї утворюють повну групу.

Подiя, що протилежна подiї 𝐴, позначається через 𝐴.
Прикладом протилежних подiй буде випадання «герба» та випа-

дання «числа» при пiдкиданнi монети.
Нехай задана скiнченна множинна елементiв деякої природи. З

них можна скласти певнi сполуки, кiлькiсть яких вивчає комбiнато-
рика. Деякi формули комбiнаторики використовуються в теорiї ймо-
вiрностей. Наведемо їх.

Сполуки, якi складаються з однiєї й тiєї ж сукупностi 𝑛 рiзних еле-
ментiв та вiдрiзняються тiльки порядком їх розмiщення, називають
перестановками. Кiлькiсть усiх можливих перестановок визначається
добутком чисел вiд одиницi до 𝑛 (𝑛!—факторiал числа):

𝑃𝑛 = 1 · 2 · 3 · . . . · 𝑛 = 𝑛!

Приклад 1.3. Скiльки чотиризначних чисел можна скласти з цифр
1, 2, 3 i 4 з використанням всiх вказаних цифр у кожному числi?

Розв’язання. Шукана кiлькiсть дорiвнює 𝑃4 = 4! = 1 · 2 · 3 · 4 = 24.
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Сполуки по𝑚 елементiв, якi складенi з 𝑛 рiзних елементiв (𝑚 ⩽ 𝑛)

та, якi вiдрiзняються один вiд iншого або елементами, або їх поряд-
ком, називають розмiщеннями. Кiлькiсть можливих розмiщень зна-
ходиться за формулою

𝐴𝑚
𝑛 = 𝑛(𝑛− 1)(𝑛− 2) . . . (𝑛−𝑚+ 1).

Приклад 1.4. Скiлькитризначних чисел можна скласти з семи рiзних
цифр при вiдсутностi серед них нуля?

Розв’язання. Шукана кiлькiсть чисел 𝐴3
7 = 7 · 6 · 5 = 210.

Сполуки, що мiстять по𝑚 елементiв кожне, якi складенi з 𝑛 рiзних
елементiв (𝑚 ⩽ 𝑛) та, якi вiдрiзняються хоча б одним елементом,
називають комбiнацiями. Кiлькiсть комбiнацiй задається формулою

𝐶𝑚
𝑛 =

𝑛!

𝑚!(𝑛−𝑚)!
.

Можна довести, що мають мiсце формули

𝐶𝑚
𝑛 = 𝐶𝑛−𝑚

𝑛 , 𝐴𝑚
𝑛 = 𝑃𝑛𝐶

𝑚
𝑛 .

Приклад 1.5. Скiлькома способами можна вибрати а) двi карти, б)
32 карти з колоди, що мiстить 36 гральних карт?

Розв’язання. Шукана кiлькiсть способiв
а)

𝐶2
36 =

36!

2!34!
=

35 · 36
2

= 630,

б)
𝐶32

36 = 𝐶4
36 =

36!

4!32!
= 5 8905.

Кожний з рiвноможливих результатiв дослiдiв називають елемен-
тарним наслiдком. Їх зазвичай позначають лiтерами ω1,ω2, . . . ,ω𝑛.
Наприклад, пiдкидання гральної кiстки може дати шiсть елементар-
них наслiдкiв. З елементарних наслiдкiв можна скласти бiльш скла-
дну подiю. Так, подiя випадання парного числа очок визначається
трьома наслiдками: 2, 4, 6.

Кiлькiсноюмiроюможливостi появи подiї є ймовiрнiсть. Найбiльш
широке поширення отримали два визначення ймовiрностi подiї: кла-
сичне та статистичне.
8



Класичне визначення ймовiрностi пов’язане з поняттям сприятли-
вого наслiдку. Наслiдок називають сприятливим данiй подiї, якщо
його поява викликає за собою настання цiєї подiї.

Ймовiрнiсть подiї 𝐴 дорiвнює вiдношенню кiлькостi сприятливих
наслiдкiв до загальної кiлькостi можливих наслiдкiв:

𝑃 (𝐴) =
𝑚

𝑛
, (1.1.1)

де 𝑚—кiлькiсть сприятливих наслiдкiв подiї 𝐴; 𝑛—загальна кiль-
кiсть можливих наслiдкiв.

Ймовiрнiсть вiрогiдної подiї дорiвнює одиницi, ймовiрнiсть немо-
жливої подiї дорiвнює нулю, а ймовiрнiсть випадкової подiї є число:

0 < 𝑃 (𝐴) < 1.

Приклад 1.6. У коробцi лежать 10 куль: 6 бiлих та 4 чорних. Знайти
ймовiрнiсть того, що з п’яти навмання взятих куль буде 4 бiлих.

Розв’язання. Знайдемо кiлькiсть сприятливих наслiдкiв: кiлькiсть
способiв, якими можна взяти 4 бiлi кулi з 6, дорiвнює𝐶4

6 = 𝐶2
6 =

6!

2!4!
=

15. Загальна кiлькiсть наслiдкiв визначається кiлькiстю комбiнацiй з
10 по 5:𝐶5

10 = 252. Згiдно з (1.1.1)шукана ймовiрнiсть 𝑃 =
15

252
≈ 0,06.

Приклад 1.7. У ящику знаходиться 10 стандартних та 5 нестан-
дартних деталей. Яка ймовiрнiсть того, що серед навмання взятих
6 деталей буде 4 стандартних i 2 нестандартних?

Розв’язання. Загальна кiлькiсть наслiдкiв дорiвнює 𝐶6
15. Кiлькiсть

сприятливих наслiдкiв визначається добутком𝐶4
10𝐶

2
5 , де перший спiв-

множник вiдповiдає кiлькостi варiантiв вилучення з ящика чотирьох
стандартних деталей з десяти, а другий— кiлькостi варiантiв вилу-
чення з ящика двох нестандартних деталей з п’яти. Звiдси отриму-

ємо шукану ймовiрнiсть 𝑃 =
𝐶4

10𝐶
2
5

𝐶6
15

= 0,42.

Статистичне визначення ймовiрностi зв’язано з поняттям вiдно-
сної частоти появи подiї 𝐴 в дослiдах. Вiдносна частота появи подiї
𝐴 обчислюється за формулою

𝑃 *(𝐴) = 𝑊 (𝐴) =
𝑛𝐴

𝑛
, (1.1.2)
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де 𝑃 *(𝐴)—статистична ймовiрнiсть подiї 𝐴; 𝑊 (𝐴)—вiдносна часто-
та подiї 𝐴; 𝑛𝐴 —кiлькiсть появ подiї 𝐴 в серiї з 𝑛 дослiдiв.

Ймовiрнiстю подiї 𝐴 називають число, до якого прямує вiдносна
частота 𝑃 *(𝐴) при необмеженому збiльшенi кiлькостi дослiдiв.

В практичних задачах за ймовiрнiсть подiї 𝐴 приймають вiдносну
частоту 𝑃 *(𝐴) при достатньо великiй кiлькостi дослiдiв.

Приклад 1.8. Спостереження показують, що в середньому серед 1 000
новонароджених дiтей 515 хлопчикiв. Яка вiдносна частота наро-
дження хлопчикiв?

Розв’язання. Нехай подiя𝐴—народження хлопчика. Загальна кiль-
кiсть дослiдiв у даному спостереженi 𝑛1 = 1000, кiлькiсть 𝑚1 появ
подiї 𝐴 дорiвнює 515. Вiдносна частота появи подiї 𝐴: 𝑃 *(𝐴) =

𝑚1

𝑛1
=

515

1 000
= 0,515.

Для випадкiв з нескiнченною множиною елементарних наслiдкiв
дослiду було побудоване геометричне визначення ймовiрностi. Кожен
з наслiдкiв iнтерпретується як вибiр навмання точки з деякої множи-
ни 𝑛-вимiрного (𝐸𝑛) евклiдового простору. Вважається, що множина
має деяку геометричну форму i скiнченну мiру. За подiю 𝐴 звичай-
но беруть точку, що належить або не належить заданiй частинi гео-
метричної форми (довжинi, площi, об’єму). Ймовiрнiсть подiї 𝐴 ви-
значається як вiдношення мiри частини геометричної форми до мiри
всiєї форми. Так, для довжини, площi, об’єму (𝑙, 𝑆, 𝑉 )—частини гео-
метричної форми, що має вiдповiдну довжину 𝑙0, площу 𝑆0, об’єм 𝑉0,
геометрична ймовiрнiсть попадання в частину визначається такими
вiдношеннями:

𝑃 (𝐴) =
𝑙

𝑙0
; 𝑃 (𝐴) =

𝑆

𝑆0
; 𝑃 (𝐴) =

𝑉

𝑉0
.

Приклад 1.9. (Задача про зустрiч). Двi особи домовляються про зу-
стрiч на заданому промiжку часу 𝑡. Особа, що прийшла першою, чекає
протягом часу 𝑎 < 𝑡. Яка ймовiрнiсть зустрiчi?

Розв’язання. За множину елементарних наслiдкiв вiзьмемо квадрат
iз стороною 𝑡 i точками (𝑥, 𝑦), що зображають час зустрiчi (рис. 1.1).
Тодi 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑡, 0 ⩽ 𝑦 ⩽ 𝑡. Сприятливi наслiдки утворюютьточки, для
яких |𝑦−𝑥| < 𝑎, тобто точки смуги мiж прямими 𝑦 = 𝑥+𝑎, 𝑦 = 𝑥−𝑎.
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Площа цiєї смуги 𝑆 = 𝑡2 − (𝑡− 𝑎)2. Площа основного квадрата 𝑆0 = 𝑡2.
Тодi шукана ймовiрнiсть визначається:

𝑃 (𝐴) =
𝑆

𝑆0
=

𝑡2 − (𝑡− 𝑎)2

𝑡2
= 1−

(︂
𝑡− 𝑎

𝑡

)︂2

.

O

S

x

y

y=x+a

y=x-a

t

t

a

a

Рис. 1.1. Геометрична ймовiрнiсть (задача про зустрiч)

Питання для самоконтролю
1. Якi подiї називають несумiсними?
2. Що таке сума та добуток подiй?
3. Визначення повної групи подiй.
4. Якi сполуки називають перестановками, розмiщеннями, комбi-

нацiями?
5. Яка ймовiрнiсть вiрогiдної та неможливої подiї?
6. В яких межах змiнюється ймовiрнiсть випадкової подiї?
7. Сформулюйте класичне визначення ймовiрностi.
8. Сформулюйте статистичне визначення ймовiрностi.
9. Як визначається геометрична ймовiрнiсть?

1.2. Теореми додавання i множення
ймовiрностей

Теорема 1.1. Ймовiрнiсть суми скiнченної кiлькостi несумiсних подiй
𝐴1, 𝐴2, . . ., 𝐴𝑛 дорiвнює сумi ймовiрностей цих подiй:

𝑃

(︂ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︂
=

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑃 (𝐴𝑖). (1.2.1)
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Доведення. Доведемо цю теорему для випадку суми двох несумiсних
подiй 𝐴1 i 𝐴2.

Нехай подiї 𝐴1 сприяють 𝑚1 елементарних наслiдкiв, а подiї 𝐴2 —
вiдповiдно 𝑚2 наслiдкiв. Отже,

𝑃 (𝐴1 + 𝐴2) =
𝑚1 +𝑚2

𝑛
=

𝑚1

𝑛
+

𝑚2

𝑛
= 𝑃 (𝐴1) + 𝑃 (𝐴2),

де 𝑃 (𝐴1)—ймовiрнiсть подiї 𝐴1; 𝑃 (𝐴2)—ймовiрнiсть подiї 𝐴2.

Приклад 1.10. Для вiдправлення вантажу зi складу може бути ви-
дiлена одна з двох машин. Вiдомi ймовiрностi видiлення кожної ма-
шини: 𝑃 (𝐴1) = 0,2; 𝑃 (𝐴2) = 0,4. Тодi ймовiрнiсть того, що до складу
буде подана хоча б одна машина 𝑃 (𝐴1 + 𝐴2) = 0,2 + 0,4 = 0,6.

Теорема 1.2. Сума ймовiрностей подiй, якi утворюють повну групу,
дорiвнює одиницi:

𝑃 (𝐵1) + 𝑃 (𝐵2) + . . .+ 𝑃 (𝐵𝑘) = 1.

Приклад 1.11. На складi готової продукцiї знаходяться вироби, серед
яких 5% нестандартних. Знайти ймовiрнiсть того, що при видачi
виробу зi складу вiн буде стандартним.

Розв’язання. Ймовiрнiсть отримання нестандартного виробу до-
рiвнює 𝑃 (𝐵1) = 0,05; подiї видання стандартного та нестандартного
виробу утворюють повну групу. Отже, сума їх ймовiрностей дорiвнює
одиницi, i тодi шукана ймовiрнiсть рiвна 𝑃 (𝐵2) = 1− 0,05 = 0,95.

З теореми 1.2 випливає, що сума ймовiрностей протилежних по-
дiй рiвна одиницi:

𝑃 (𝐴) + 𝑃 (𝐴) = 1.

Приклад 1.12. В магазинi є 10 телевiзорiв, з яких 2 неробочих. Зна-
йти ймовiрнiсть того, що серед навмання взятих трьох телевiзорiв
буде хоча б один неробочiй.

Розв’язання. Подiї «серед взятих телевiзорiв немає жодного неро-
бочого» та «є хоча б один неробочiй»— протилежнi. Першу з них по-
значимо через 𝐴, а другу— через 𝐴. Загальна кiлькiсть способiв, яки-
ми можна взяти 3 телевiзори з 10, рiвна 𝐶3

10. Кiлькiсть робочих те-
левiзорiв рiвна 8, кiлькiсть способiв вибiрки з них трьох телевiзорiв
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дорiвнює 𝐶3
8 , так що ймовiрнiсть 𝑃 (𝐴) =

𝐶3
8

𝐶3
10

. Шукана ймовiрнiсть

𝑃 (𝐴) = 1− 𝑃 (𝐴) = 1− 𝐶3
8

𝐶3
10

= 1− 0,47 = 0,53.

У багатьох випадках ймовiрностi появи одних подiй залежать вiд
того, вiдбулась iнша подiя або нi. Наприклад, ймовiрнiсть своєчасно-
го випуску машини залежить вiд постачання комплектуючих виро-
бiв. Якщо цi вироби вже доставленi, то значенняшуканої ймовiрностi
буде одним. Якщо ж вона визначається до постачання комплектую-
чих, то її значення, звичайно, буде iншим.

Ймовiрнiсть подiї 𝐴, яка обчислена за умови, що мала мiсце iн-
ша подiя 𝐵, називають умовною ймовiрнiстю подiї 𝐴 i позначають
𝑃 (𝐴/𝐵).

У тих випадках, коли ймовiрнiсть подiї 𝐴 розглядається за умови,
що вiдбулись двi подiї 𝐵 i 𝐶, використовується умовна ймовiрнiсть
вiдносно добутку подiй 𝐵 i 𝐶: 𝑃 (𝐴/𝐵𝐶).

Приклад 1.13. У ящику лежать 11 деталей, 3 з яких нестандартнi.
З ящика двiчi беруть по однiй деталi не повертаючи їх назад. Знайти
ймовiрнiстьтого, що другого разу з ящика буде взята стандартна де-
таль— подiя 𝐴, якщо у перший раз вибрали нестандартну деталь—
подiя 𝐵.

Розв’язання. Пiсля першого виймання у ящику з 10 деталей зали-
шилось 8 стандартних. Отже,шукана ймовiрнiсть дорiвнює𝑃 (𝐴/𝐵) =

0,8.

Теорема 1.3. Ймовiрнiсть добутку двох подiй дорiвнює добутку ймо-
вiрностi однiєї з них на умовну ймовiрнiсть iншої, яка обчислена за
умови, що перша мала мiсце:

𝑃 (𝐴𝐵) = 𝑃 (𝐴)𝑃 (𝐵/𝐴) = 𝑃 (𝐵)𝑃 (𝐴/𝐵). (1.2.2)

Доведення. Припустимо, що з 𝑛можливих елементарних наслiдкiв
подiї 𝐴 сприяють 𝑚 наслiдкiв, з яких 𝑘 наслiдкiв сприяють подiї 𝐵.
Тодi ймовiрнiсть подiї 𝐴 буде 𝑃 (𝐴) =

𝑚

𝑛
, умовна ймовiрнiсть подiї 𝐵

вiдносно подiї 𝐴: 𝑃 (𝐵/𝐴) =
𝑘

𝑚
.
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Добутку подiй 𝐴 i 𝐵 сприяють тiльки тi наслiдки, якi сприяють
й подiї 𝐴, й подiї 𝐵 одночасно, тобто 𝑘 наслiдкiв. Тому ймовiрнiсть
добутку подiй 𝐴 i 𝐵 дорiвнює 𝑃 (𝐵/𝐴) =

𝑘

𝑛
.

Помножимо чисельник i знаменник цього дробу на 𝑚 та отримує-
мо

𝑃 (𝐴𝐵) =
𝑚𝑘

𝑚𝑛
=

𝑚

𝑛

𝑘

𝑚
= 𝑃 (𝐴)𝑃 (𝐵/𝐴).

Аналогiчно доводиться й формула 𝑃 (𝐴𝐵) = 𝑃 (𝐵)𝑃 (𝐴/𝐵).

Приклад 1.14. На склад надiйшло 35 холодильникiв. Вiдомо, що п’ять
холодильникiв з дефектами, але невiдомо— якi. Знайти ймовiрнiсть
того, що два взятих навмання холодильника будуть з дефектами.

Розв’язання. Ймовiрнiсть того, що перший обраний холодильник
матиме дефект, знаходиться як вiдношення кiлькостi сприятливих
наслiдкiв до загальної кiлькостi наслiдкiв:

𝑃 (𝐴) =
5

35
=

1

7
.

Якщо перший холодильник виявився з дефектом, то умовна ймо-
вiрнiсть того, що й другий буде з дефектом, визначається спiввiдно-
шенням

𝑃 (𝐵/𝐴) =
4

34
=

2

17
.

Тодi шукана ймовiрнiсть

𝑃 (𝐴𝐵) = 𝑃 (𝐴)𝑃 (𝐵/𝐴) =
1

7
· 2

17
= 0,017.

Якщо при настаннi подiї 𝐴 ймовiрнiсть подiї 𝐵 не змiнюється, то
подiї 𝐴 i 𝐵 називають незалежними. Очевидно, що умовна ймовiр-
нiсть подiї𝐵 вiдносно подiї𝐴 дорiвнює безумовнiй ймовiрностi:𝑃 (𝐵/𝐴) =

𝑃 (𝐵). Аналогiчно, 𝑃 (𝐴/𝐵) = 𝑃 (𝐴).
У випадку незалежних подiй ймовiрнiсть їх добутку дорiвнює до-

бутку ймовiрностей цих подiй:

𝑃 (𝐴𝐵) = 𝑃 (𝐴)𝑃 (𝐵). (1.2.3)

Теорема добутку ймовiрностей узагальнюється на будь-яку скiн-
ченну кiлькiсть подiй, наприклад чотирьох:

𝑃 (𝐴𝐵𝐶𝐷) = 𝑃 (𝐴)𝑃 (𝐵/𝐴)𝑃 (𝐶/𝐴𝐵)𝑃 (𝐷/𝐴𝐵𝐶). (1.2.4)
14



Приклад 1.15. В урнi знаходяться 4 бiлих кулi, 5 червоних i 3 синiх.
Навмання виймають по однiй кулi, не повертаючи їх назад. Знайти
ймовiрнiсть того, що першого разу з’явиться бiла куля (подiя𝐴), дру-
гого разу— червона куля (подiя 𝐵), третього— синя куля (подiя 𝐶).

Розв’язання. Ймовiрнiсть появи бiлої кулi при першому вийманнi
𝑃 (𝐴) =

4

12
=

1

3
; умовна ймовiрнiсть появи червоної кулi при другому

вийманнi за умови появи першого разу бiлої кулi дорiвнює 𝑃 (𝐵/𝐴) =
5

11
; умовна ймовiрнiсть появи синьої кулi при третьому вийманнi за

умови появи в попереднiх вийманнях бiлої i червоної куль: 𝑃 (𝐶/𝐴𝐵) =
3

10
. Шукана ймовiрнiсть знаходиться за формулою:

𝑃 (𝐴𝐵𝐶) = 𝑃 (𝐴)𝑃 (𝐵/𝐴)𝑃 (𝐶/𝐴𝐵) =
1

3
· 5

11
· 3

10
≈ 0,045.

Цiкавим є випадок знаходження ймовiрностi настання хоча б однi-
єї з 𝑛 незалежних подiй з вiдомими ймовiрностями їх появи (напри-
клад, у випадку трьох подiй знайти ймовiрнiсть настання або однiєї,
або двох, або трьох подiй). Має мiсце теорема.

Теорема 1.4. Ймовiрнiсть появи хоча б однiєї з незалежних подiй 𝐴1,
𝐴2, . . ., 𝐴𝑛, ймовiрнiсть появи яких 𝑝𝑖, визначається формулою

𝑃 (𝐴) = 1− 𝑞1𝑞2 . . . 𝑞𝑛, (1.2.5)

де 𝑞𝑖 = 1 − 𝑝𝑖 —ймовiрнiсть вiдповiдних протилежних подiй 𝐴𝑖 (𝑖 =
1, 2, . . . , 𝑛).

У окремому випадку, коли всi подiї𝐴𝑖 мають однакову ймовiрнiсть
𝑝, з формули (1.2.5) випливає, що

𝑃 (𝐴) = 1− 𝑞𝑛, 𝑞 = 1− 𝑝. (1.2.6)

Приклад 1.16. Знайти ймовiрнiсть ураження цiлi (хоча б одного по-
падання) при залповiй стрiльбi трьома гарматами, якщо ймовiрнiсть
ураження цiлi ними вiдповiдно дорiвнює 0,9; 0,8; 0,7.

Розв’язання. Ймовiрностi протилежних подiй (невлучань) вiдпо-
вiдно дорiвнюють 𝑞1 = 1−0,9 = 0,1, 𝑞2 = 1−0,8 = 0,2, 𝑞3 = 1−0,7 = 0,3.
Шукана ймовiрнiсть знаходиться за формулою:

𝑃 (𝐴) = 1− 𝑞1𝑞2𝑞3 = 1− 0,006 = 0,994.
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Приклад 1.17. На перевезення вантажу направленi 4 автомобiлi.
Ймовiрнiсть знаходження кожної з машин у справному станi дорiв-
нює 0,8. Знайти ймовiрнiсть того, що в роботi бере участь хоча б
один з цих автомобiлiв.

Розв’язання. Ймовiрнiсть протилежної подiї (автомобiль несправ-
ний) дорiвнює 𝑞 = 1 − 0,8 = 0,2. Шукана ймовiрнiсть знаходиться за
формулою:

𝑃 (𝐴) = 1− 𝑞4 = 1− 0,24 = 0,9984.

Приклад 1.18. Ймовiрнiсть обслуговування клiєнта банкiвським пра-
цiвником дорiвнює 0,6. Яка мiнiмальна кiлькiсть працiвникiв повинна
бути у банку, щоб ймовiрнiсть обслуговування клiєнта була не менша
за 0,95?

Розв’язання. Ймовiрнiсть протилежної подiї (вiдмова в обслуго-
вуваннi клiєнта банкiвським працiвником) дорiвнює 0,4. Нехай 𝑛—
кiлькiсть працiвникiв, якi задовольняють умовi задачi, тодi

𝑃 (𝐴) = 1− 𝑞𝑛 = 1− 0,4𝑛 ⩾ 0,95.

Пiсля перетворень отримуємо нерiвнiсть

0,4𝑛 ⩽ 0,05.

Логарифмування обох частин цiєї нерiвностi дає 𝑛 ⩾
lg 0,05

lg 0,4
= 3,27.

Оскiльки 𝑛 повинно бути натуральним числом, остаточно отриму-
ємо, що у банку повинно бути не менше 4 працiвникiв.

Двi подiї називають сумiсними, якщо поява однiєї з них не виклю-
чає появи iншої в одному й тому ж дослiдi.

Приклад 1.19. Надходження в магазин одного виду товару— подiя
𝐴, надходження другого товару— подiя𝐵. Постачання в магазин цих
товарiв може вiдбутись й одночасно. Тому 𝐴 i 𝐵 —сумiснi подiї.

Теорема 1.5. Ймовiрнiсть появи хоча б однiєї з двох сумiсних подiй до-
рiвнює сумi ймовiрностей цих подiй без ймовiрностi їх сумiсної появи:

𝑃 (𝐴+𝐵) = 𝑃 (𝐴) + 𝑃 (𝐵)− 𝑃 (𝐴𝐵). (1.2.7)
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З цiєї формули отримуємо окремi випадки.
Для незалежних сумiсних подiй

𝑃 (𝐴+𝐵) = 𝑃 (𝐴) + 𝑃 (𝐵)− 𝑃 (𝐴)𝑃 (𝐵). (1.2.8)

Для залежних сумiсних подiй

𝑃 (𝐴+𝐵) = 𝑃 (𝐴) + 𝑃 (𝐵)− 𝑃 (𝐴)𝑃 (𝐵/𝐴). (1.2.9)

Приклад 1.20. Нехай ймовiрнiсть надходження в магазин одного ви-
ду товару 𝑃 (𝐴) = 0,4, а другого виду 𝑃 (𝐵) = 0,5. Якщо припустити,
що цi подiї незалежнi, але сумiснi, то ймовiрнiсть суми подiй дорiвнює

𝑃 (𝐴+𝐵) = 𝑃 (𝐴) + 𝑃 (𝐵)− 𝑃 (𝐴)𝑃 (𝐵) = 0,4 + 0,5− 0,4 · 0,5 = 0,7.

Питання для самоконтролю
1. Сформулюйте теорему про суму несумiсних подiй.
2. Сума ймовiрностей подiй, якi утворюють повну групу.
3. Сума ймовiрностей протилежних подiй.
4. Що називають умовною ймовiрнiстю?
5. Ймовiрнiсть добутку двох, трьох, чотирьох подiй.
6. Якi подiї називають незалежними?
7. Ймовiрнiсть добутку незалежних подiй.
8. Сформулюйте теорему про ймовiрнiсть появи хоча б однiєї з не-

залежних подiй.
9. Якi подiї називають сумiсними?

10. Сформулюйте теорему про ймовiрнiсть появи хоча б однiєї з
двох сумiсних подiй.

1.3. Основнi формули для ймовiрностей
подiй

Припустимо, що подiя 𝐵 може вiдбутися тiльки з однiєю iз несу-
мiсних подiй 𝐴1, 𝐴2, . . ., 𝐴𝑛. Наприклад, в магазин надходить одна
й та ж продукцiя вiд трьох пiдприємств у рiзнiй кiлькостi. Ймовiр-
нiсть виготовлення неякiсної продукцiї на цих пiдприємствах рiзна.
Випадковим чином вiдбирається один з виробiв. Необхiдно знайти
ймовiрнiсть того, що цей вирiб неякiсний (подiя 𝐵). Тут подiї 𝐴1, 𝐴2,
𝐴3 —це вибiр виробу з продукцiї вiдповiдного пiдприємства.
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У цьому випадку подiю 𝐵 можна розглядати як суму добуткiв по-
дiй

𝐵 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐵𝐴𝑖.

За теоремою 1.1 ймовiрностi суми несумiсних подiй (формула (1.2.1))
отримуємо

𝑃 (𝐵) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑃 (𝐵𝐴𝑖).

За теоремою 1.3 ймовiрностi добутку подiй (формула (1.2.2)), зна-
ходимо

𝑃 (𝐵) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑃 (𝐴𝑖)𝑃 (𝐵/𝐴𝑖). (1.3.1)

Формулу (1.3.1) називають формулою повної ймовiрностi подiї 𝐵,
поява якої можлива лише при настаннi однiєї з несумiсних подiй 𝐴1,
𝐴2, . . ., 𝐴𝑛, що утворюють повну групу.

Приклад 1.21. Для випадку з постачаннямтоварiв в магазин зтрьох
пiдприємств, який було розглянути вище, задамо числовi значення.
Нехай вiд першого пiдприємства надiйшло 20 виробiв, вiд другого— 10
та вiд третього— 70. Ймовiрностi виготовлення неякiсного виробу
на пiдприємствах дорiвнюють вiдповiдно 0,02; 0,03 i 0,05. Знайти
ймовiрнiсть отримання неякiсного виробу.

Розв’язання. Ймовiрностi подiй 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 дорiвнюють вiдповiдно
𝑃 (𝐴1) =

20

100
= 0,2; 𝑃 (𝐴2) =

10

100
= 0,1; 𝑃 (𝐴3) =

70

100
= 0,7. За форму-

лою (1.3.1) знаходимо

𝑃 (𝐵) = 0,2 · 0,02 + 0,1 · 0,03 + 0,7 · 0,05 = 0,042.

Нехай подiя 𝐵 вiдбувається одночасно з однiєю з 𝑛 несумiсних по-
дiй𝐴1,𝐴2, . . .,𝐴𝑛, якi утворюють повну групу. Необхiдно знайти умов-
ну ймовiрнiсть подiї 𝐴𝑖, якщо вiдомо, що подiя 𝐵 вiдбулась.

За теоремою 1.3 про ймовiрнiсть добутку двох подiй (формула (1.2.2))

𝑃 (𝐴𝑖𝐵) = 𝑃 (𝐵)𝑃 (𝐴𝑖/𝐵) = 𝑃 (𝐴𝑖)𝑃 (𝐵/𝐴𝑖),

звiдки
𝑃 (𝐴𝑖/𝐵) =

𝑃 (𝐴𝑖)𝑃 (𝐵/𝐴𝑖)

𝑃 (𝐵)
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або
𝑃 (𝐴𝑖/𝐵) =

𝑃 (𝐴𝑖)𝑃 (𝐵/𝐴𝑖)
𝑛∑︀

𝑖=1

𝑃 (𝐴𝑖)𝑃 (𝐵/𝐴𝑖)
. (1.3.2)

Формулу (1.3.2) називають формулою Байєса.

Приклад 1.22. Три органiзацiї подали у контрольно-ревiзiйний вiд-
дiл рахунки для вибiркової перевiрки: перша—15 рахункiв, друга—
10, третя—25. Ймовiрностi правильного оформлення рахункiв у цих
органiзацiй вiдповiдно наступнi: 0,9; 0,8; 0,85. Був обраний один раху-
нокта вiн виявився вiрним. Знайти ймовiрнiстьтого, що цей рахунок
належить другiй органiзацiї.

Розв’язання. Нехай 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 —подiї вибору рахунка вiдповiдно у
першiй, другiй i третiй органiзацiї. Ймовiрностi цих подiй дорiвню-
ють:

𝑃 (𝐴1) =
15

50
= 0,3; 𝑃 (𝐴2) =

10

50
= 0,2; 𝑃 (𝐴1) =

25

50
= 0,5.

За формулою (1.3.1) повної ймовiрностi визначаємо ймовiрнiсть
вибору правильного рахунку:

𝑃 (𝐵) = 0,9 · 0,3 + 0,8 · 0,2 + 0,85 · 0,5 = 0,895.

За формулою Баєса знаходимо шукану ймовiрнiсть:

𝑃 (𝐴2/𝐵) =
0,2 · 0,8
0,855

= 0,19.

Приклад 1.23. Ймовiрнiсть виготовлення бракованого виробу дорiв-
нює 0,08. Пiсля виготовлення всi вироби пiдлягають перевiрцi, в ре-
зультатi якої вироби без браку визнаються придатними до експлу-
атацiї з ймовiрнiстю 0,95, а вироби з браком— з ймовiрнiстю 0,06.
Знайти долю виробiв, якi пройшли перевiрку та ймовiрнiсть того, що
вирiб пiсля перевiрки буде без браку.

Розв’язання. Незалежнi подiї 𝐴1 (вирiб без браку) та 𝐴2 (вирiб з
браком) утворюють повну групу. Нехай подiя 𝐵 полягає в тому, що
при перевiрцi вирiб визнається придатним. Вiдповiдь на перше запи-
тання задачi дає формула повної ймовiрностi:

𝑃 (𝐵) = 𝑃 (𝐴1)𝑃 (𝐵/𝐴1)+𝑃 (𝐴2)𝑃 (𝐵/𝐴2) = 0,92·0,95+0,08·0,06 = 0,8788.
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Отже, пiсля перевiрки визнаються придатними бiля 88% усiх виго-
товлених виробiв.

Вiдповiдь на друге запитання задачi дає формула Байєса:

𝑃 (𝐴1/𝐵) =
𝑃 (𝐴1)𝑃 (𝐵/𝐴1)

𝑃 (𝐵)
=

0,92 · 0,95
0,88788

= 0,995.

Тобто, серед виробiв, якi пройшли перевiрку, мiститься 99,5% виробiв
без браку.

Припустимо, що декiлько однакових машин в одних й тих же умо-
вах перевозять вантаж. При цьому будь-яка машина може вийти з
ладу. Нехай ймовiрнiсть виходу з ладу однiєї машини не залежить
вiд виходу з ладу iнших машин. Це означає, що цi подiї (випробуван-
ня) незалежнi. Ймовiрностi виходу з ладу кожної машини приймемо
однаковими— 𝑝.

Нехай в загальному випадку проводиться 𝑛 незалежних випробу-
вань. Задача полягає у знаходженнi ймовiрностi того, що в 𝑚 випро-
буваннях настане подiя 𝐴, якщо ймовiрнiсть її настання у кожному
випробуваннi дорiвнює 𝑝. У нашому прикладi це може бути ймовiр-
нiсть виходу з ладу однiєї машини, двох машин тощо.

Виконавши 𝑛 послiдовних випробувань, ми матимемо рiзнi спо-
луки результатiв. Тi сполуки результатiв, в яких подiя 𝐴 вiдбудеться
𝑚 раз, називатимемо сприятливими.

Визначимо ймовiрнiсть однiєї сприятливої сполуки. Сприятливою
сполукою є добуток 𝑛 незалежних подiй: 𝑚 появ подiї 𝐴 i 𝑛−𝑚 появ
подiї 𝐴. За умовою 𝑃 (𝐴) = 𝑝, тому 𝑃 (𝐴) = 1− 𝑝. Отже, за формулою
для ймовiрностi добутку незалежних подiй дiстанемо,що ймовiрнiсть
однiєї сприятливої сполуки дорiвнює

𝑃 = 𝑝𝑚𝑞𝑛−𝑚, де 𝑞 = 1− 𝑝.

Поява подiї, ймовiрнiсть якої знаходимо, полягає в появi принайм-
нi однiєї сприятливої сполуки. Iнакше кажучи, ця подiя є сумою всiх
сприятливих сполук, кiлькiсть яких дорiвнює кiлькостi комбiнацiй з
𝑛 елементiв по 𝑚, тобто 𝐶𝑚

𝑛 . Але сприятливi сполуки несумiснi. Тому
за теоремою про ймовiрнiсть суми несумiсних подiй дiстанемо ймо-
вiрнiсть появи подiї 𝐴 𝑚 раз при 𝑛 випробуваннях:

𝑃𝑛(𝑚) = 𝐶𝑚
𝑛 𝑝𝑚𝑞𝑛−𝑚. (1.3.3)
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Цю формулу називають формулою Бернуллi.

Приклад 1.24. Контрольний тест за тему мiстить 4 питання. Для
кожного питання пропонується 4 варiанти вiдповiдей, серед якихтiль-
ки одна вiрна. Знайти ймовiрнiсть правильної вiдповiдi на два, три
i чотири питання тесту для непiдготовленого студента (вiдповiдь
вибирається навмання).

Розв’язання. Шуканi значення ймовiрностей знаходяться за фор-
мулою Бернуллi (1.3.3) з урахуванням того, що ймовiрнiсть подiї 𝐴
(правильна вiдповiдь) у кожному випробуваннi при виборi правильної
вiдповiдi навмання дорiвнює 𝑝 = 0,25, а 𝑞 = 0,75. Тодi отримуємо:

𝑃4(2) = 𝐶2
4 · 0,252 · 0,752 = 0,210;

𝑃4(3) = 𝐶3
4 · 0,253 · 0,751 = 0,047;

𝑃4(4) = 𝐶4
4 · 0,254 · 0,750 = 0,004.

З’ясуємо, при якому значеннi𝑚 ймовiрнiсть𝑃𝑛(𝑚) найбiльша. При
змiнi 𝑚 вiд 0 до 𝑛 ймовiрнiсть 𝑃𝑛(𝑚) збiльшується, коли 𝑚 < 𝑛𝑝− 𝑞, i
зменшується, коли𝑚 > 𝑛𝑝−𝑞. При якому значенi𝑚 = 𝑚0 ймовiрнiсть
𝑃𝑛(𝑚) найбiльша?

Якщо 𝑛𝑝 − 𝑞—не цiле число, то таке значення 𝑚0 ми дiстанемо,
коли до цiлої частини числа 𝑛𝑝−𝑞 додамо одиницю. Якщо 𝑛𝑝−𝑞—цi-
ле число, то таких значень𝑚0 матимемо два: одне з них 𝑛𝑝−𝑞, а друге
𝑛𝑝 − 𝑞 + 1 = 𝑛𝑝 + 𝑝. Цi два випадки зручно описати так. Розглянемо
сегмент [𝑛𝑝 − 𝑞; 𝑛𝑝 + 𝑝]. Його довжина дорiвнює одиницi, i тому йо-
го кiнцi або обидва цiлi числа або обидва не цiлi числа. Цей сегмент
може мiстити в собi одне цiле число (якщо кiнцi не цiлi числа), або
два цiлих числа (якщо кiнцi цiлi числа). Цiлi числа, що мiстяться у
цьому сегментi, i є тими значеннями 𝑚, при яких 𝑃𝑛(𝑚) набуває най-
бiльшого значення.

Приклад 1.25. Висаджено 152 дерева. Ймовiрнiстьтого, що висадже-
не дерево прийметься, для кожного дерева однакова: 𝑝 = 0,9. Знайти
найiмовiрнiшу кiлькiсть дерев, що приймуться.

Розв’язання. У цiй задачi 𝑝 = 0,9, 𝑞 = 0,1, 𝑛 = 152. Тому 𝑛𝑝 − 𝑞 =

152 · 0,9− 0,1 = 136,7, 𝑛𝑝+ 𝑝 = 152 · 0,9 + 0,9 = 137,7.
Сегмент [136,7; 137,7] мiстить у собi одне цiле число 𝑚0 = 137. Це

i є найiмовiрнiша кiлькiсть дерев, що приймуться.
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Приклад 1.26. Скiльки треба зробити незалежних випробувань, у ко-
жному з яких ймовiрнiсть здiйснення подiї 𝐴 𝑝 = 0,3, щоб найiмовiр-
нiша кiлькiсть появ подiї 𝐴 була 𝑚0 = 8.

Розв’язання. Тут 𝑛𝑝 − 𝑞 ⩽ 𝑚0 ⩽ 𝑛𝑝 + 𝑝, тобто 0,3𝑛 − 0,7 ⩽ 8 ⩽
0,3𝑛+ 0,3.

Дiстанемо систему: ⎧⎨⎩0,3𝑛− 0,7 ⩽ 8,
0,3𝑛+ 0,3 ⩾ 8.

Розв’язок цiєї системи 252
3 ⩽ 𝑛 ⩽ 29. Але 𝑛—цiле число, тому

𝑛 = 26, 27, 28, 29 (задача має чотири розв’язки).

Використовувати формулу Бернуллi (1.3.3) при великих значен-
нях 𝑛 незручно в наслiдок збiльшення об’єму обчислень i операцiй з
великими числами. У цьому випадку застосовують формули, якi ви-
значаються теоремою Пуассона i локальною теоремою Лапласа.

Теорема 1.6. (Теорема Пуассона).
Якщо ймовiрнiсть 𝑝 настання подiї𝐴 у кожному випробуваннi ста-

ла та невелика, а кiлькiсть незалежних випробувань 𝑛 достатньо ве-
лика, то ймовiрнiсть того, що подiя 𝐴 вiдбудеться 𝑚 раз, приблизно
дорiвнює

𝑃𝑛(𝑚) =
λ𝑚

𝑚!
𝑒−λ, (1.3.4)

де λ = 𝑛𝑝.

Приклад 1.27. Пiдприємство виготовило та вiдправило замовнику
100 000 пляшок пива. Ймовiрнiсть того, що пляшка буде розбитою,
дорiвнює 0,0001. Знайти ймовiрнiсть того, що у вiдправленiй партiї
буде: а) три, б) п’ять розбитих пляшок.

Розв’язання. Дано: 𝑛 = 100 000, 𝑝 = 0,0001, 𝑚 = 3 (𝑚 = 5).
Знаходимо λ = 𝑛𝑝 = 10.
Скористаємось формулою Пуассона:
а)

𝑃100 000(3) = 103
𝑒−10

3!
= 103

0,000045

6
= 0,0075,

б)

𝑃100 000(5) = 105
𝑒−10

5!
= 105

0,000045

120
= 0,0375.
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Теорема 1.7. (Локальна теорема Лапласа).
Якщо ймовiрнiсть 𝑝 настання подiї𝐴 у кожному випробуваннi ста-

ла та вiдмiнна вiд 0 i 1, а кiлькiсть незалежних випробувань 𝑛 доста-
тньо велика, то ймовiрнiсть того, що подiя 𝐴 вiдбудеться 𝑚 раз,
приблизно дорiвнює

𝑃𝑛(𝑚) =
φ(𝑥)
√
𝑛𝑝𝑞

, (1.3.5)

де
φ(𝑥) =

1√
2π

𝑒−𝑥2/2 (1.3.6)

—функцiя Гаусса та
𝑥 =

𝑚− 𝑛𝑝
√
𝑛𝑝𝑞

. (1.3.7)

Точнiсть формули (1.3.5) зростає iз збiльшенням кiлькостi неза-
лежних випробувань 𝑛. Iснують таблицi з обчисленними значеннями
функцiї Гаусса φ(𝑥), за якими можна з достатньо високою точнiстю
знайти практично будь-яке значення цiєї функцiї (див. Додаток А).
Оскiльки функцiяφ(𝑥) парна, то в таблицях наведенi її значення тiль-
ки для додатних значень 𝑥.

Приклад 1.28. Ймовiрнiсть випуску бракованого виробу дорiвнює 0,3.
Знайти ймовiрнiсть того, що серед 100 виготовлених виробiв буде
рiвно 60 без браку.

Розв’язання. Ймовiрнiсть появи подiї 𝐴 в одному випробуваннi (ви-
рiб без браку) 𝑝 = 0,7 i тодi 𝑞 = 0,3. У нашому випадку 𝑛 = 100,𝑚 = 60.
Обчислюємо: √

𝑛𝑝𝑞 =
√︀

100 · 0,7 · 0,3 = 4,58,

|𝑥| = |𝑚− 𝑛𝑝|
√
𝑛𝑝𝑞

=
10

4,58
= 2,18.

Тепер для знайденого аргументу 𝑥 знаходимо у таблицi вiдповiдне зна-
чення функцiї Гаусса φ(𝑥). Воно дорiвнює 0,0371. Пiдстановка значень
у формулу (1.3.5) дає шукану ймовiрнiсть:

𝑃100(60) =
0,0371

4,58
= 0,008.

Знову припустимо,що в кожному з 𝑛 випробувань подiя𝐴 з’являється
з однаковою ймовiрнiстю 𝑝. В прикладних застосуваннях теорiй ймо-
вiрностей часто визначається ймовiрнiсть подiї 𝐴 в 𝑛 випробуваннях,
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коли 𝑚 змiнюється у заданому iнтервалi значень: 𝑎 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑏. Форму-
ла для наближеного обчислення цiєї ймовiрностi визначається iнте-
гральною теоремою Лапласа.

Теорема 1.8. (Iнтегральна теорема Лапласа).
Якщо ймовiрнiсть 𝑝 настання подiї𝐴 у кожному випробуваннi ста-

ла та вiдмiннi вiд 0 i 1, то ймовiрнiсть того, що кiлькiсть 𝑚 наста-
ння подiї 𝐴 в 𝑛 незалежних випробуваннях мiститься у межах вiд 𝑎

до 𝑏 включно, при достатньо великiй кiлькостi 𝑛 приблизно дорiвнює

𝑃𝑛(𝑎 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑏) = Φ(𝑥2)− Φ(𝑥1), (1.3.8)

де

Φ(𝑥) =
1√
2π

𝑥∫︁
0

𝑒−𝑡2/2 d𝑡 (1.3.9)

—функцiя Лапласа;

𝑥1 =
𝑎− 𝑛𝑝
√
𝑛𝑝𝑞

, 𝑥2 =
𝑏− 𝑛𝑝
√
𝑛𝑝𝑞

. (1.3.10)

Вiдмiтимо деякi властивостi функцiї Лапласа.
Функцiя Φ(𝑥) непарна, тобто Φ(−𝑥) = −Φ(𝑥).
Функцiя Φ(𝑥) монотонно зростає.
Для всiх значень 𝑥 ⩾ 5 можна вважати, що Φ(𝑥) = 0,5.
Табличнi значення функцiї Лапласа наведенi у Додатку Б.

Приклад 1.29. Нехай ймовiрнiсть того, що покупцю необхiдне жiно-
че взуття 35-го розмiру, дорiвнює 0,3. Знайти ймовiрнiсть того, що
серед 2 000 покупцiв таких буде не менше 575.

Розв’язання. Висловлювання «буде не менше 575 покупцiв» означає,
що їх буде вiд 575 до 2 000 включно. Отже, необхiдно застосувати
формулу (1.3.8). Спочатку за формулами (1.3.10) обчислюємо значе-
ння 𝑥1 i 𝑥2 при 𝑛 = 2000, 𝑎 = 575, 𝑏 = 2000, 𝑝 = 0,3 та 𝑞 = 0,7:

𝑥1 =
575− 2 000 · 0,3√
2 000 · 0,3 · 0,7

≈ −1,22, 𝑥2 =
2000− 2 000 · 0,3√

2 000 · 0,3 · 0,7
≈ 68.

Тодi

𝑃2 000(575 ⩽ 𝑚 ⩽ 2 000) ≈ Φ(68)− Φ(−1,22) ≈ 0,5 + 0,38877 ≈ 0,88877.
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Приклад 1.30. У страховiй компанiї 10 тис. клiєнтiв, якi застра-
хували свою нерухомiсть. Страховий внесок складає 2 тис. грн, ймо-
вiрнiсть нещасного випадку 𝑝 = 0,005, страхова виплата клiєнту при
нещасному випадку складає 200 тис. грн. Визначити розмiр прибутку
страхової компанiї з ймовiрнiстю 𝑃 : а) 0,9; б) 0,995.

Розв’язання. Прибуток компанiї залежить вiд кiлькостi страхо-
вих виплат𝑚 при нещасних випадках. Будемо вважати, що величина
його дорiвнює рiзницi мiж сумами страхових внескiв та страхових ви-
плат:

𝑅 = 10 000 · 2 000− 200 000𝑚 = (20− 0,2𝑚)млн грн.

Тепер задача полягає у знаходженнi такого числа 𝑁 , що ймовiрнiсть
нещасного випадку 𝑃10 000(𝑚 ⩾ 𝑁) була не бiльше заданої величини
1− 𝑃 , або, що теж саме, щоб виконувалась умова

𝑃10 000(𝑁 ⩽ 𝑚 ⩽ 10 000) ⩽ 1− 𝑃 .

Тодi з ймовiрнiстю 𝑃 прибуток компанiї буде складати 𝑅 = (20 −
0,2𝑚) млн грн. Попереднi обчислення значень аргументу функцiї Φ(𝑥)
при 𝑛 = 10 000, 𝑎 = 𝑁 та 𝑏 = 10 000 дають:

𝑥1 =
𝑁 − 10 000 · 0,005√
10 000 · 0,005 · 0,995

=
𝑁 − 50

7,05
,

𝑥2 =
10 000− 10 000 · 0,005√
10 000 · 0,005 · 0,995

≈ 1 411,35.

Тодi

𝑃10 000(𝑁 ⩽ 𝑚 ⩽ 10 000) = Φ(1411,34)−Φ

(︂
𝑁 − 50

7,05

)︂
= 0,5−Φ

(︂
𝑁 − 50

7,05

)︂
.

Отже, наша умова виглядатиме

0,5− Φ

(︂
𝑁 − 50

7,05

)︂
⩽ 1− 𝑃 .

а) У цьому випадку маємо нерiвнiсть

0,5− Φ

(︂
𝑁 − 50

7,05

)︂
⩽ 0,1 або Φ

(︂
𝑁 − 50

7,05

)︂
⩾ 0,4.
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З таблицi для функцiї Лапласа знаходимо, що при значеннi функцiї
Φ(𝑥) = 0,4 аргумент 𝑥 дорiвнює 1,28. Оскiльки функцiя Φ(𝑥) монотон-
но зростає, то нерiвнiсть мiж її значеннями переходить у нерiвнiсть
того ж змiсту й для вiдповiдних аргументiв:

𝑁 − 50

7,05
⩾ 1,28.

Звiдки отримуємо, що 𝑁 ⩾ 50 + 9,02, або 𝑁 ⩾ 60. У цьому випадку з
ймовiрнiстю 0,9 страховiй компанiї гарантований прибуток

𝑅 = 20− 0,2 · 60 = 8млн грн.

б) У цьому випадку пiсля проведення аналогiчних обчислень, отри-
муємо

Φ

(︂
𝑁 − 50

7,05

)︂
⩾ 0,495.

З таблицi знаходимо, що при значеннi функцiї Φ(𝑥) = 0,495 аргумент
𝑥 дорiвнює 2,57. Тодi

𝑁 − 50

7,05
⩾ 2,57.

З останньої нерiвностi отримуємо 𝑁 ⩾ 69 та у цьому випадку з ймо-
вiрнiстю 0,095 компанiї гарантований прибуток

𝑅 = 20− 0,2 · 69 = 6,2млн грн.

З розв’язку задачi видно, що збiльшення ризику страхування може
привести до зростання прибутку компанiї. Це є реалiзацiя вiдомого
принципу у пiдприємницькiй дiяльностi: менш ризикованi, але бiльш
надiйнi фiнансовi операцiї не приносять надприбуткiв.

Питання для самоконтролю
1. Запишiть формулу повної ймовiрностi випадкової подiї А.
2. Коли використовується формула Байєса?
3. Запишiть формулу Бернуллi. В яких випадках застосовується фор-

мула Бернуллi?
4. Як знайти найiмовiрнiше число появи подiї при повторних ви-

пробуваннях?
5. Запишiть формулуПуассона.В яких випадках застосовується фор-

мула Пуассона?
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6. Запишiть локальну формулу Лапласа. В яких випадках застосо-
вується формула Лапласа?

7. Запишiть iнтегральну формулу Лапласа. В яких випадках засто-
совується iнтегральна формула Лапласа?

1.4. Дискретнi випадковi величини
У людськiй дiяльностi трапляються величини, що набувають рi-

зних значень залежно вiд обставин, якi не можна наперед урахувати.
При цьому подiя, яка полягає в тому, що величина набуває того чи
iншого значення, випадкова. Такi величини називають випадковими
величинами.

Приклад 1.31. Студенти посадили десять дерев. Кiлькiсть дерев, що
приймуться,— випадкова величина. Вона може набувати одного з оди-
надцяти значень: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10.

Якщомножина значень, яких набуває випадкова величина,— скiн-
ченна множина або послiдовнiсть, то випадкову величину називають
дискретною.

Розглянутий вище приклад випадкової величини—це приклад дис-
кретної випадкової величини.

Випадкову величину називають неперервною, якщо вона може при-
ймати значення, якi як завгодно мало вiдрiзняються одне вiд одного.
Прикладом неперервної випадкової величини є час заправки авто-
мобiля на автозаправнiй станцiї.

Зазвичай, випадковi величини позначають великими лiтерами:
𝑋, 𝑌, 𝑍, а їх можливi значення— такими самими малими лiтерами з
iндексами: 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛; 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚; 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑘.

Щоб задати випадкову величину, не досить перелiчити її можли-
вi значення. Справа в тому, що двi випадковi величини, якi мають
однакову множину можливих значень, можуть набувати цих значень
з рiзними ймовiрностями. Такi випадковi величини слiд вважати рi-
зними. Отже, щоб задати випадкову величину, треба перелiчити всi
її можливi значення 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 та ймовiрностi 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛, з якими
випадкова величина набуває цих значень.

Позначимо 𝑃 (𝑥) ймовiрнiсть того, що випадкова величина 𝑋 на-
буде значення 𝑥. Областю визначення функцiї 𝑃 (𝑥) є множина всiх
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значень, яких може набувати випадкова величина 𝑋. Значення цi-
єї функцiї для даного значення аргументу— це ймовiрнiсть. Задати
функцiю—це означає задати її область визначення, а також вiдпо-
вiднiсть, за якою кожному значенню аргументу з областi визначення
вiдповiдатиме певне значення функцiї. Таким чином, задання функцiї
𝑃 (𝑥) повнiстю визначає випадкову величину 𝑋. Функцiю 𝑃 (𝑥) нази-
вають законом розподiлу випадкової величини 𝑋.

Закон розподiлу, як i взагалi функцiя, може бути заданий аналiти-
чним виразом, графiком, таблицею.

Приклад 1.32. Нехай 𝑋—число, що випадає при одну киданнi граль-
ного кубика. Це випадкова величина, закон розподiлу якої

𝑃 (𝑥) =
1

6
, 𝑥 = 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Приклад 1.33. Нехай 𝑋 —кiлькiсть появ подiї 𝐴 при 𝑛 незалежних
випробуваннях у задачi про незалежнi випробування. Це випадкова ве-
личина, закон розподiлу якої визначається з формули (1.3.3)

𝑃 (𝑥) = 𝐶𝑥
𝑛𝑝

𝑥(1− 𝑝)𝑛−𝑥, 𝑥 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛. (1.4.1)

Закон розподiлу (1.4.1) називають бiномним.

Приклад 1.34. Нехай 𝑋—кiлькiсть появ числа 3 при двох киданнях
грального кубика. Записати закон розподiлу випадкової величини 𝑋.

Розв’язання. Ця випадкова величина має закон розподiлу, який мо-
жна зобразити у виглядi таблицi:

𝑥 0 1 2

𝑃 (𝑥)
25

36

10

36

1

36

Справдi, число 3 при двох киданнях грального кубика може не ви-
пасти жодного разу, може випасти один раз або два рази. Отже, ви-
падкова величина набуває значень 0, 1, 2. Визначимо їх ймовiрностi.
Ймовiрнiсть того, що при одному киданнi грального кубика випаде
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трiйка, дорiвнює 1
6, а ймовiрнiсть того, що трiйка не випаде, дорiв-

нює 5
6. Отже, за теоремами про ймовiрнiсть добутку i суми подiй ма-

тимемо:
𝑃 (0) =

5

6
· 5
6
=

25

36
;

𝑃 (1) =
5

6
· 1
6
+

1

6
· 5
6
=

10

36
;

𝑃 (2) =
1

6
· 1
6
=

1

36
.

Сума всiх можливих значень функцiї 𝑃 (𝑥) дорiвнює одиницi:

∑︁
𝑥

𝑃 (𝑥) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖 = 1.

У наведених прикладах в цьому можна пересвiдчитись безпосе-
реднiм пiдрахунком. В загальному випадку ця рiвнiсть стане очеви-
дною, коли зауважити, що сума∑︀

𝑥
𝑃 (𝑥) є iмовiрнiстю вiрогiдної подiї,

бо випадкова величина𝑋 набуде якогось iз своїх значень обов’язково.
Для кiлькiсного оцiнювання закону розподiлу випадкової величи-

ни (дискретної або неперервної) задають функцiю розподiлу випадко-
вої величини, котру визначають як ймовiрнiсть того, що випадкова
величина 𝑋 набуде значення, меншого вiд певного фiксованого чи-
сла 𝑥 i позначають 𝐹 (𝑥) = 𝑃 (𝑋 < 𝑥).

Знаючи функцiю розподiлу 𝐹 (𝑥), можна обчислити ймовiрнiсть
потрапляння випадкової величини 𝑋 у деякий iнтервал [𝑎; 𝑏):

𝑃 (𝑎 ⩽ 𝑥 < 𝑏) = 𝐹 (𝑏)− 𝐹 (𝑎). (1.4.2)

Якщо заданий закон розподiлу дискретної випадкової величини
𝑋, то її значення 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 розмiщенi у порядку зростання. От-
же, функцiя розподiлу будь-якої дискретної випадкової величини є
розривна схiдчаста функцiя, стрибки якої вiдбуваються у точках, що
вiдповiдають можливим значенням випадкової величини та дорiв-
нюють ймовiрностям цих значень.

Приклад 1.35. Закон розподiлу випадкової величини 𝑋 заданий у ви-
глядi таблицi:
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𝑥 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4

𝑃 (𝑥) 𝑝1 𝑝2 𝑝3 𝑝4

Побудувати функцiю розподiлу випадкової величини 𝑋.
Розв’язання. Випадкова величина𝑋 не приймає значень менших 𝑥1.

Отже, якщо 𝑥 ⩽ 𝑥1, то подiя 𝑋 < 𝑥1 неможлива, а ймовiрнiсть її
дорiвнює нулю. Тому дорiвнює нулю функцiя розподiлу випадкової ве-
личини 𝑋 для всiх значень 𝑥 ⩽ 𝑥1. Для всiх 𝑥, якi задовольняють по-
двiйнiй нерiвностi 𝑥1 < 𝑥 ⩽ 𝑥2, функцiя розподiлу 𝐹 (𝑥) дорiвнює 𝑝1.
Дiйсно, випадкова величина приймає тiльки одне значення, яке мен-
ше 𝑥2: значення 𝑥1 з ймовiрнiстю 𝑝1.

Для всiх 𝑥, якi задовольняють подвiйнiй нерiвностi 𝑥2 < 𝑥 ⩽ 𝑥3,
функцiя розподiлу 𝐹 (𝑥) дорiвнює 𝑝1+𝑝2. Нехай 𝑥 = 𝑥3. Тодi 𝐹 (𝑥3) вира-
жає ймовiрнiсть появи подiї𝑋 < 𝑥3. Це можливо у двох випадках: або
випадкова величина 𝑋 прийме значення 𝑥1 (з ймовiрнiстю 𝑝1), або 𝑥2
(з ймовiрнiстю 𝑝2). За теоремою додавання ймовiрностей ми i отри-
муємо вказане значення функцiї 𝐹 (𝑥) при 𝑥 = 𝑥3.

Аналогiчнi мiркування дозволяють знайти функцiю розподiлу. За-
пишемо її у табличнiй формi.

𝑥 𝑥 ⩽ 𝑥1 𝑥1 < 𝑥 ⩽ 𝑥2 𝑥2 < 𝑥 ⩽ 𝑥3 𝑥3 < 𝑥 ⩽ 𝑥4 𝑥 > 𝑥4

𝐹 (𝑥) 0 𝑝1 𝑝1 + 𝑝2 𝑝1 + 𝑝2 + 𝑝3 1

Графiк цiєї функцiї наведений на рис. 1.2.

Нехай маємо двi випадковi величини𝑋 i 𝑌 , закони розподiлу яких
вiдповiдно 𝑃𝑋(𝑥) i 𝑃𝑌 (𝑦).

Позначимо 𝑃 (𝑥, 𝑦) ймовiрнiсть того, що випадкова величина 𝑋

набуде значення 𝑥 i випадкова величина 𝑌 набуде значення 𝑦.𝑃 (𝑥, 𝑦)—
ймовiрнiсть добутку подiй. Функцiю 𝑃 (𝑥, 𝑦) називають двомiрним за-
коном розподiлу випадкових величин 𝑋 i 𝑌 .

Розглянемо тепер частку 𝑃 (𝑥, 𝑦)

𝑃𝑋(𝑥)
. Цю частку називають умовним

законом розподiлу випадкової величини 𝑌 i позначають 𝑃𝑌 (𝑦/𝑥). От-
же,

𝑃𝑌 (𝑦/𝑥) =
𝑃 (𝑥, 𝑦)

𝑃𝑋(𝑥)
. (1.4.3)
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Рис. 1.2. Функцiя розподiлу випадкової величини 𝑋

Зрозумiло, що 𝑃𝑌 (𝑦/𝑥)—це умовна ймовiрнiсть того, що випад-
кова величина 𝑌 набуде значення 𝑦 при умовi, що випадкова вели-
чина 𝑋 набула значення 𝑥.

Аналогiчно умовний закон розподiлу випадкової величини𝑋, тоб-
то умовна ймовiрнiсть того, що випадкова величина𝑋 набуде значе-
ння 𝑥, коли випадкова величина 𝑌 вже набула значення 𝑦:

𝑃𝑋(𝑥/𝑦) =
𝑃 (𝑥, 𝑦)

𝑃𝑌 (𝑦)
. (1.4.4)

Очевидно, що має мiсце рiвнiсть:

𝑃𝑋(𝑥) · 𝑃𝑌 (𝑦/𝑥) = 𝑃𝑌 (𝑦) · 𝑃𝑋(𝑥/𝑦). (1.4.5)

Випадковi величини𝑋 i 𝑌 називають незалежними, коли їх умов-
нi закони розподiлу збiгаються з безумовними.

Отже, незалежнiсть двох випадкових величин 𝑋 i 𝑌 можна запи-
сати у виглядi таких рiвностей:

𝑃𝑋(𝑥/𝑦) = 𝑃𝑋(𝑥),
𝑃𝑌 (𝑦/𝑥) = 𝑃𝑌 (𝑦).

(1.4.6)

Щоб встановити незалежнiсть випадкових величин 𝑋 i 𝑌 , досить
перевiрити, чи виконується хоча б одна з рiвностей (1.4.6).

Для незалежних випадкових величин справедлива рiвнiсть

𝑃 (𝑥, 𝑦) = 𝑃𝑋(𝑥) · 𝑃𝑌 (𝑦). (1.4.7)
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Легко довести, що для двох довiльних випадкових величин спра-
ведливi такi рiвностi: ∑︁

𝑥

𝑃𝑋(𝑥/𝑦) = 1,∑︁
𝑦

𝑃𝑌 (𝑦/𝑥) = 1,
(1.4.8)

∑︁
𝑥

𝑃 (𝑥, 𝑦) = 𝑃𝑌 (𝑦),∑︁
𝑦

𝑃 (𝑥, 𝑦) = 𝑃𝑋(𝑥).
(1.4.9)

Добутком сталої величини 𝐶 та дискретної випадкової величини
𝑋 називають дискретну випадкову величину 𝐶𝑋, можливi значення
якої рiвнi добутку сталої 𝐶 та можливих значень 𝑋, а ймовiрностi
цих значень дорiвнюють iмовiрностям вiдповiдних значень 𝑋.

Сумою дискретних випадкових величин 𝑋 i 𝑌 називають випадко-
ву величину 𝑋 + 𝑌 , можливi значення якої дорiвнюють сумам ко-
жного можливого значення 𝑋 та кожного можливого значення 𝑌 , а
iмовiрностi цих значень дорiвнюють 𝑃 (𝑥, 𝑦). Якщо деякi суми 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗
рiвнi мiж собою, то їх iмовiрностi додаються.

Добутком незалежних дискретних випадкових величин 𝑋 i 𝑌 на-
зивають випадкову величину 𝑋𝑌 , можливi значення якої дорiвню-
ють добуткам кожного можливого значення𝑋 та кожного можливо-
го значення 𝑌 , а ймовiрностi цих значень дорiвнюють 𝑃𝑋(𝑥) · 𝑃𝑌 (𝑦).
Якщо деякi добутки 𝑥𝑖𝑦𝑗 рiвнi мiж собою, то їх iмовiрностi додаються.

У деяких випадках для представлення випадкової величини до-
цiльно використовувати не таблицю або функцiю розподiлу, а так
званнi числовi характеристики її розподiлу, зокремаматематичне спо-
дiвання.

Математичним сподiванням (або середнiм значенням) випадкової
величини 𝑋, що має закон розподiлу 𝑃 (𝑥), називають число

𝑀(𝑋) =
∑︁
𝑥

𝑥𝑃 (𝑥) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖𝑝𝑖 = 𝑥1𝑝1 + 𝑥2𝑝2 + . . .+ 𝑥𝑛𝑝𝑛. (1.4.10)

Щоб знайти математичне сподiвання випадкової величини𝑋, по-
трiбно кожне її можливе значення помножити на вiдповiдну ймовiр-
нiсть i отриманi добутки додати.
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Приклад 1.36. Нехай випадкова величина 𝑋 може набувати значень
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 i всi її значення однаково ймовiрнi. Знайтиматематичне
сподiвання випадкової величини 𝑋.

Розв’язання. Ймовiрнiсть кожного з значень випадкової величини
𝑋 дорiвнює 𝑝 =

1

𝑛
. Математичне сподiвання цiєї випадкової величини

𝑀(𝑋) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖𝑝𝑖 = 𝑥1 ·
1

𝑛
+ 𝑥2 ·

1

𝑛
+ . . .+ 𝑥𝑛 ·

1

𝑛
=

𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛
𝑛

.

У наведеному вище прикладi математичним сподiванням випад-
кової величини є середнє арифметичне всiх її можливих значень.

Зазвичай, в загальному випадку математичне сподiвання випад-
кової величини не буде середнiм арифметичним всiх її можливих зна-
чень. Проте, в якомусь розумiннi, воно буде її середнiм значенням,
так як кожне можливе значення 𝑥𝑖 входить у формулу (1.4.10) з вiд-
повiдною «вагою», якою i є ймовiрнiсть 𝑝𝑖.

Вiдхиленням випадкової величини𝑋 називають рiзницю𝑋−𝑀(𝑋).
Розглянемо властивостi математичного сподiвання.

Теорема 1.9. Математичне сподiвання сталої дорiвнює цiй сталiй:

𝑀(𝐶) = 𝐶.

Теорема 1.10. Сталий множник можна винести за знак математи-
чного сподiвання:

𝑀(𝐶𝑋) = 𝐶𝑀(𝑋).

Теорема 1.11. Математичне сподiвання суми двох випадкових вели-
чин 𝑋 i 𝑌 дорiвнює сумi їх математичних сподiвань:

𝑀(𝑋 + 𝑌 ) = 𝑀(𝑋) +𝑀(𝑌 ).

Наслiдок 1. Для двох випадкових величин 𝑋 i 𝑌

𝑀(𝑋 − 𝑌 ) = 𝑀(𝑋)−𝑀(𝑌 ).

Наслiдок 2. Математичне сподiвання суми довiльної скiнченної
кiлькостi випадкових величин:

𝑀(𝑋1 +𝑋2 + . . .+𝑋𝑛) = 𝑀(𝑋1) +𝑀(𝑋2) + . . .𝑀(𝑋𝑛).
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Теорема 1.12. Математичне сподiвання добутку двох незалежних
випадкових величин 𝑋 i 𝑌 дорiвнює добутку їх математичних сподi-
вань:

𝑀(𝑋𝑌 ) = 𝑀(𝑋)𝑀(𝑌 ).

Теорема 1.13. Математичне сподiвання вiдхилення випадкової вели-
чини 𝑋 дорiвнює нулю:

𝑀(𝑋 −𝑀(𝑋)) = 0.

Приклад 1.37. Щоденнi витрати в магазинi, який торгує скутерами,
складають в середньому 10 тис. грн, а кiлькiсть продажiв скутерiв
протягом дня має закон розподiлу:

𝑥 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
𝑃 (𝑥) 0,25 0,2 0,1 0,1 0,1 0,1 0,05 0,05 0,025 0,025

Знайти математичне сподiвання щоденного прибутку магазину,
якщо цiна скутера складає 32 тис. грн.

Розв’язання. Кiлькiсть проданих протягом дня скутерiв є дискре-
тною випадковою величиною𝑋. Щоденний прибуток розраховується
за формулою

𝑅 = (32𝑋 − 10)тис. грн.

Знайдемо математичне сподiвання випадкової величини 𝑋:

𝑀(𝑋) = 0 · 0,25 + 1 · 0,2 + 2 · 0,1 + 3 · 0,1 + 4 · 0,1 + 5 · 0,1 + 6 · 0,05+
+ 7 · 0,05 + 8 · 0,025 + 9 · 0,025 = 2,675.

Шукане математичне сподiвання (в тис. грн):

𝑀(𝑅) = 𝑀(32𝑋 − 10) = 32𝑀(𝑋)− 10 = 32 · 2,675− 10 = 75,6.

Розглянемо ще одну числову характеристику випадкової величи-
ни— дисперсiю.

Дисперсiєю випадкової величини 𝑋 називають математичне сподi-
вання квадрата вiдхилення цiєї випадкової величини.

Позначають дисперсiю 𝐷(𝑋). Отже,
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𝐷(𝑋) = 𝑀
(︀
𝑋 −𝑀(𝑋)

)︀2
=

𝑛∑︁
𝑖=1

(︀
𝑥𝑖 −𝑀(𝑋)

)︀2
𝑝𝑖 =

=
(︀
𝑥1 −𝑀(𝑋)

)︀2
𝑝1 +

(︀
𝑥2 −𝑀(𝑋)

)︀2
𝑝2 + . . .+

(︀
𝑥𝑛 −𝑀(𝑋)

)︀2
𝑝𝑛.

(1.4.11)

Вiдповiдно до означення математичного сподiвання, щоб обчи-
слити дисперсiю випадкової величини 𝑋 за формулою (1.4.11), по-
трiбно знайти суму добуткiв можливих значень квадрата вiдхилення
на їх ймовiрностi. Звiдси випливає, якщо великi за абсолютною ве-
личиною значення вiдхилення беруться з великими ймовiрностями,
то дисперсiя 𝐷(𝑋) матиме велике значення, а якщо великi за абсо-
лютною величиною значення вiдхилення малоймовiрнi, то дисперсiя
𝐷(𝑋) матиме порiвняно невелике значення. Отже, дисперсiя 𝐷(𝑋)

характеризує ступiнь розсiювання значень випадкової величини 𝑋.
Середнiм квадратичним вiдхиленням σ𝑥 випадкової величини 𝑋

називають арифметичне значення кореня квадратного з її дисперсiї:

σ𝑥 = σ(𝑋) =
√︀
𝐷(𝑋). (1.4.12)

Розглянемо властивостi дисперсiї.

Теорема 1.14. Дисперсiя сталої величини 𝐶 дорiвнює нулю:

𝐷(𝐶) = 0.

Теорема 1.15. Сталий множник можна винести за знак дисперсiї,
пiднiсши його до квадрату:

𝐷(𝐶𝑋) = 𝐶2𝐷(𝑋).

Теорема 1.16. Дисперсiя випадкової величини𝑋 дорiвнює рiзницi мiж
математичним сподiванням квадрата i квадратом математичного
сподiвання цiєї випадкової величини:

𝐷(𝑋) = 𝑀(𝑋2)− (𝑀(𝑋))2. (1.4.13)

Для обчислення дисперсiї деякої випадкової величини часто зру-
чнiше користуватись формулою (1.4.13), нiж означенням дисперсiї.
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Теорема 1.17. Дисперсiя суми двох незалежних випадкових величин𝑋

i 𝑌 дорiвнює сумi їх дисперсiй:

𝐷(𝑋 + 𝑌 ) = 𝐷(𝑋) +𝐷(𝑌 ).

Наслiдок 1. Якщо 𝑋 i 𝑌 —незалежнi випадковi величини, то

𝐷(𝑋 − 𝑌 ) = 𝐷(𝑋)−𝐷(𝑌 ).

Наслiдок 2. Якщо 𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛 —попарно незалежнi випадковi
величини, то

𝐷(𝑋1 +𝑋2 + . . .+𝑋𝑛) = 𝐷(𝑋1) +𝐷(𝑋2) + . . . 𝐷(𝑋𝑛).

Приклад 1.38. Знайти дисперсiю i середнє квадратичне вiдхилення
щоденної продажi скутерiв за даними прикладу 1.37.

Розв’язання. Запишемо закон розподiлу випадкової величини 𝑋2:

𝑥2 0 1 4 9 16 25 36 49 64 81

𝑃 (𝑥2) 0,25 0,2 0,1 0,1 0,1 0,1 0,05 0,05 0,025 0,025

Знайдемо математичне сподiвання випадкової величини 𝑋2:

𝑀(𝑋2) = 𝑥21𝑝1 + 𝑥22𝑝2 + . . .+ 𝑥2𝑛𝑝𝑛 =

= 0 · 0,25 + 1 · 0,2 + 4 · 0,1 + 9 · 0,1 + 16 · 0,1 + 25 · 0,1+
+ 36 · 0,05 + 49 · 0,05 + 64 · 0,025 + 81 · 0,025 = 13,475.

Математичне сподiвання𝑀(𝑋) = 2,675. Отже, за формулою (1.4.13),
отримуємо шукану величину дисперсiї:

𝐷(𝑋) = 𝑀(𝑋2)− (𝑀(𝑋))2 = 13,475− 2,6752 = 6,319.

За формулою (1.4.12) знайдемо середнє квадратичне вiдхилення:

σ𝑥 =
√︀

𝐷(𝑋) =
√︀
6,319 = 2,514.

Розглянемо теореми про математичнi сподiвання i дисперсiї дис-
кретних випадкових величин, якi розподiленi за бiномiальним зако-
ном (1.4.1) i за законом Пуассона (1.3.4).
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Теорема 1.18. Математичне сподiвання i дисперсiя випадкової вели-
чини 𝑋, яка розподiлена за бiномним законом, тобто кiлькостi на-
стання подiї 𝐴 в 𝑛 незалежних випробуваннях, в кожному з яких воно
може вiдбутись з сталою ймовiрнiстю 𝑝 дорiвнюють

𝑀(𝑋) = 𝑛𝑝, 𝐷(𝑋) = 𝑛𝑝(1− 𝑝) = 𝑛𝑝𝑞. (1.4.14)

Теорема 1.19. Математичне сподiвання i дисперсiя вiдносної часто-
ти подiї𝐴 в 𝑛 незалежних випробуваннях, в кожному з яких воно може
вiдбутись з сталою ймовiрнiстю 𝑝 дорiвнюють

𝑀

(︂
𝑋

𝑛

)︂
= 𝑝, 𝐷

(︂
𝑋

𝑛

)︂
=

𝑝𝑞

𝑛
. (1.4.15)

Теорема 1.20. Математичне сподiвання i дисперсiя випадкової вели-
чини 𝑋, яка може приймати тiльки цiлi невiд’ємнi значення 𝑚 =

0, 1, 2, . . . i розподiлена за законом Пуассона, збiгаються та дорiвню-
ють параметру λ, який визначає цей закон:

𝑀(𝑋) = λ, 𝐷(𝑋) = λ. (1.4.16)

Приклад 1.39. Банк видав кредити 𝑛 рiзним позичальникам у розмiрi
𝑆 кожному пiд процентну ставку 𝑟. Знайтиматематичне сподiвання
i середнє квадратичне вiдхилення прибутку банку, а також умову на
процентну ставку, якщо ймовiрнiсть повернення кредиту позичаль-
ником дорiвнює 𝑝.

Провести розрахунки при 𝑛 = 1000, 𝑝 = 0,8, 𝑆 = 100тис. грн та
𝑟 = 30%.

Розв’язання. Оскiльки позичальники мiж собою не зв’язанi, то мо-
жна припустити, що ми маємо 𝑛 незалежних випробувань. Ймовiр-
нiсть втрати кредиту для банку у кожному випробуваннi дорiвнює
𝑞 = 1− 𝑝. Нехай 𝑋 —кiлькiсть позичальникiв, якi повернули позику з
процентною ставкою, тодi прибуток банку визначається формулою

𝑅 =

(︂
1 +

𝑟

100

)︂
𝑆𝑋 − 𝑛𝑆,

де 𝑋 є випадковою величиною з бiномним законом розподiлу. Для ви-
значення математичного сподiвання i дисперсiї випадкової величини
𝑋 скористаємось формулами (1.4.14).
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Математичне сподiвання очiкуваного прибутку:

𝑀(𝑅) = 𝑀

(︃(︂
1 +

𝑟

100

)︂
𝑆𝑋 − 𝑛𝑆

)︃
=

(︂
1 +

𝑟

100

)︂
𝑆𝑀(𝑋)− 𝑛𝑆 =

=

(︂
1 +

𝑟

100

)︂
𝑆𝑛𝑝− 𝑆𝑛 = 𝑆𝑛

(︂
𝑟𝑝

100
− 𝑞

)︂
.

Оскiльки видача кредиту має сенс лише при додатному матема-
тичному сподiваннi прибутку, то з умови 𝑀(𝑅) > 0 знайдемо умову
на процентну ставку:

𝑟 >
100𝑞

𝑝
, або 𝑟 >

100(1− 𝑝)

𝑝
.

Дисперсiя прибутку:

𝐷(𝑅) = 𝐷

(︃(︂
1 +

𝑟

100

)︂
𝑆𝑋 − 𝑛𝑆

)︃
=

(︂
1 +

𝑟

100

)︂2

𝑆2𝑛𝑝𝑞.

Обчислимо шуканi характеристики для заданих значень. Процен-
тна ставка задовольняє умовi додатного значення математичного
сподiвання прибутку:

30 >
100(1− 0,8)

0,8
.

Математичне сподiвання прибутку:

𝑀(𝑅) = 100 · 1 000
(︂
30 · 0,8
100

− 0,2

)︂
= 4000тис. грн.

Середнє квадратичне вiдхилення прибутку:

σ𝑅 =
√︀

𝐷(𝑅) =

(︂
1 +

𝑟

100

)︂
𝑆
√
𝑛𝑝𝑞 =

=

(︂
1 +

30

100

)︂
·100

√︀
1 000 · 0,8 · 0,2 = 1644,38тис. грн.

Крiм математичного сподiвання i дисперсiї для оцiнки випадкової
величини використовують й iншi числовi характеристики. Всi цi чи-
словi характеристики мають загальну назву—моменти випадкової
величини. Розрiзняють початковi i центральнi моменти.
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Початковим моментом порядку 𝑘 випадкової величини 𝑋 нази-
вають математичне сподiвання величини 𝑋𝑘:

ν𝑘 = 𝑀(𝑋𝑘). (1.4.17)

Центральним моментом порядку 𝑘 випадкової величини𝑋 нази-
вають математичне сподiвання величини (𝑋 −𝑀(𝑋))𝑘:

µ𝑘 = 𝑀
(︀
𝑋 −𝑀(𝑋)

)︀𝑘. (1.4.18)

Початковий момент першого порядку є математичним сподiван-
ням самої випадкової величини 𝑋:

ν1 = 𝑀(𝑋).

Центральний момент першого порядку є математичним сподiва-
нням вiдхилення випадкової величини 𝑋, яке дорiвнює нулю:

µ1 = 𝑀
(︀
𝑋 −𝑀(𝑋)

)︀
= 0.

Центральний момент другого порядку є дисперсiєю випадкової
величини 𝑋:

µ2 = 𝑀
(︀
𝑋 −𝑀(𝑋)

)︀2
= 𝐷(𝑋).

Для дискретних випадкових величин мають мiсце формули:

ν𝑘 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑘𝑖 𝑝𝑖 , µ𝑘 =
𝑛∑︁

𝑖=1

(︀
𝑥𝑖 −𝑀(𝑋)

)︀𝑘
𝑝𝑖 . (1.4.19)

Питання для самоконтролю
1. Яку випадкову величину називають дискретною?
2. Назвiть способи задання дискретної випадкової величини.
3. Що називають функцiєю розподiлу випадкової величини?
4. Якi математичнi операцiї виконують над дискретними випадко-

вими величинами?
5. Сформулюйте означення математичного сподiвання дискретної

випадкової величини та його властивостi.
6. Запишiть формули для обчислення дисперсiї та середнього ква-

дратичного вiдхилення.
7. Сформулюйте властивостi дисперсiї.
8. Що називають початковим та центральним моментами випад-

кової величини?
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1.5. Неперервнi випадковi величини
Наведемо,ще одне визначення неперервної випадкової величини.
Випадкову величину 𝑋 називають неперервною, якщо її функцiя

розподiлу неперервна у будь-якiй точцi i диференцiйовна скрiзь, крiм,
можливо, окремих точок.

На рис. 1.3 показана функцiя розподiлу неперервної випадкової
величини𝑋, яка диференцiйовна у всiх точках, крiм трьох точок зла-
му (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3).

Неперервна випадкова величина на вiдмiну вiд дискретної не мо-
же характеризуватись ймовiрнiстю її конкретного значення, так як
таких значень нескiнченна множина. Отже, має мiсце теорема.

Теорема 1.21. Ймовiрнiсть будь-якого окремо взятого значення не-
перервної випадкової величини дорiвнює нулю

𝑃 (𝑋 = 𝑥1) = 0.

O x

F(x)

x1 x2 x3

1

Рис. 1.3. Функцiя розподiлу неперервної випадкової величини 𝑋

У попереднiх параграфах ми розглядали такi випробування, в яких
нульову ймовiрнiсть мали лише неможливi подiї. З теореми 1.21 ви-
пливає, що нульову ймовiрнiсть можуть мати i можливi подiї. Подiя
яка полягає в тому, що неперервна випадкова величина 𝑋 прийняла
конкретне значення 𝑥1, є можливою. Значення будь-якої неперервної
випадкової величини може бути визначеним лише з певною точнi-
стю, тобто можна розглядати лише подiї виду 𝑎 ⩽ 𝑋 ⩽ 𝑏, якi мають
не нульову ймовiрнiсть та являють собою суму подiй, якi полягають у
тому, що неперервна випадкова величина приймає будь-яке конкре-
тне значення на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] та якi мають нульову ймовiрнiсть. Це
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можна порiвняти з тим, що вiдрiзок, який має певну довжину, скла-
дається з точок, якi мають нульову довжину.

Наслiдок. Якщо𝑋 —неперервна випадкова величина, то ймовiр-
нiсть попадання випадкової величину у iнтервал (𝑥1, 𝑥2) не залежить
вiд того, є цей iнтервал вiдкритим або закритим, тобто
𝑃 (𝑥1 < 𝑋 < 𝑥2) = 𝑃 (𝑥1 ⩽ 𝑋 < 𝑥2) = 𝑃 (𝑥1 < 𝑋 ⩽ 𝑥2) = 𝑃 (𝑥1 ⩽ 𝑋 ⩽ 𝑥2).

Неперервна випадкова величина не задається законом розподiлу
як дискретна випадкова величина. Для характеристики неперервної
випадкової величини використовується функцiя розподiлу ймовiрно-
стей, яка аналогiчна функцiї розподiлу дискретної випадкової вели-
чини, тобто являє собою ймовiрнiсть подiї 𝑋 < 𝑥:

𝐹 (𝑥) = 𝑃 (𝑋 < 𝑥).
На вiдмiну вiд дискретної випадкової величини у даному випадку

𝑋 пробiгає всю неперервну множину значень, а сама функцiя 𝐹 (𝑥)

зростає монотонно.
Ймовiрнiсть того, що неперервна випадкова величина мiститься

мiж 𝑥1 i 𝑥2, дорiвнює рiзницi вiдповiдних значень функцiї розподiлу:
𝑃 (𝑥1 ⩽ 𝑋 ⩽ 𝑥2) = 𝐹 (𝑥2)− 𝐹 (𝑥1).

Крiм функцiї розподiлу для неперервних випадкових величин ви-
користовують поняття щiльностi розподiлу ймовiрностi або щiльно-
стi ймовiрностi.

Щiльнiстю розподiлу ймовiрностей 𝑓(𝑥) неперервної випадкової
величини𝑋 називають похiдну вiд її функцiї розподiлу ймовiрностей

𝑓(𝑥) = 𝐹 ′(𝑥). (1.5.1)
Наведемо властивостi щiльностi розподiлу неперервної випадко-

вої величини.
1. Щiльнiсть ймовiрностi невiд’ємна функцiя:

𝑓(𝑥) ⩾ 0.
2. Ймовiрнiсть потрапляння неперервної випадкової величини в

iнтервал [𝑎, 𝑏] дорiвнює визначеному iнтегралу вiд її щiльностi ймо-
вiрностi у межах вiд 𝑎 до 𝑏:

𝑃 (𝑎 ⩽ 𝑋 ⩽ 𝑏) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥) d𝑥.
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3. Функцiя розподiлу неперервної випадкової величини може бу-
ти виражена через щiльнiсть ймовiрностi:

𝐹 (𝑥) =

𝑥∫︁
−∞

𝑓(𝑥) d𝑥.

4.Невласний iнтеграл у нескiнченних границях вiдщiльностi ймо-
вiрностi неперервної випадкової величини дорiвнює одиницi:

+∞∫︁
−∞

𝑓(𝑥) d𝑥 = 1.

Наведемо визначення числових характеристик неперервних ви-
падкових величин.

Математичним сподiванням неперервної випадкової величини
𝑋, яка задана щiльнiстю розподiлу 𝑓(𝑥), називають значення iнте-
гралу

𝑀(𝑋) = 𝑀𝑥 =

+∞∫︁
−∞

𝑥𝑓(𝑥) d𝑥. (1.5.2)

Дисперсiєю неперервної випадкової величини𝑋, яка задана щiль-
нiстю розподiлу 𝑓(𝑥), називають значення iнтегралу

𝐷(𝑋) = 𝐷𝑥 =

+∞∫︁
−∞

(𝑥−𝑀𝑥)
2𝑓(𝑥) d𝑥. (1.5.3)

Приклад 1.40. Випадкова величина𝑋 задана щiльнiстю ймовiрностi
𝑓(𝑥) = 2𝑥 в iнтервалi (0, 1), поза цього iнтервалу 𝑓(𝑥) = 0. Знайти її
математичне сподiвання i дисперсiю.

Розв’язання. Математичне сподiвання:

𝑀(𝑋) =

+∞∫︁
−∞

𝑥𝑓(𝑥) d𝑥 =

0∫︁
−∞

𝑥 · 0 d𝑥+

1∫︁
0

𝑥 · 2𝑥 d𝑥+

+∞∫︁
1

𝑥 · 0 d𝑥 =

= 2

1∫︁
0

𝑥2 d𝑥 =
2𝑥3

3

⃒⃒⃒⃒
⃒
1

0

=
2

3
.
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Дисперсiю знайдемо за формулою 𝐷𝑥 = 𝑀(𝑋2)− (𝑀(𝑋))2.

𝑀(𝑋2) =

+∞∫︁
−∞

𝑥2𝑓(𝑥) d𝑥 =

0∫︁
−∞

𝑥2 · 0 d𝑥+

1∫︁
0

𝑥2 · 2𝑥 d𝑥+

+∞∫︁
1

𝑥2 · 0 d𝑥 =

= 2

1∫︁
0

𝑥3 d𝑥 =
2𝑥4

4

⃒⃒⃒⃒
⃒
1

0

=
1

2
.

Звiдки значення дисперсiї

𝐷𝑥 =
1

2
−
(︂
2

3

)︂2

=
1

18
.

Основнi властивостi математичного сподiвання i дисперсiї для не-
перервних випадкових величин є такими ж, як i для дискретних ви-
падкових величин.

Середнє квадратичне вiдхилення неперервної випадкової величи-
ни 𝑋 знаходиться як корiнь квадратний з дисперсiї:

σ𝑥 =
√︀

𝐷𝑥.
Модою 𝑀𝑜(𝑋) розподiлу неперервної випадкової величини 𝑋 iз

щiльнiстю розподiлу 𝑓(𝑥) називають кожне значення 𝑥, за якого 𝑓(𝑥)

має максимум. Розподiли, якi мають одну моду, називають унiмодаль-
ними.

Медiаною 𝑀𝑒(𝑋) розподiлу неперервної випадкової величини 𝑋

називають можливе значення 𝑥, за якого пряма 𝑥 = 𝑀𝑒(𝑋) дiлить
криволiнiйну трапецiю, обмежену кривою розподiлу та вiссю 𝑂𝑥, на
частини рiвної площi, тобто для 𝑀𝑒(𝑋) має мiсце рiвнiсть

𝑃 (𝑋 < 𝑀𝑒(𝑋)) = 𝑃 (𝑋 > 𝑀𝑒(𝑋)) =
1

2
.

Приклад 1.41. Знайти моду i медiану неперервної випадкової величи-
ни з щiльнiстю розподiлу 𝑓(𝑥) = 3𝑥2 при 𝑋 ∈ [0, 1].

Розв’язання. На iнтервалi [0, 1] щiльнiсть розподiлу монотонно
зростає та досягає свого максимального значення 𝑓(1) = 3. Отже
мода дорiвнює 𝑀𝑜(𝑋) = 1.

Позначимо медiану 𝑀𝑒(𝑋) = 𝑑. З означення медiани отримуємо
рiвняння:

𝑃 (𝑋 < 𝑀𝑒(𝑋)) =

𝑑∫︁
−∞

𝑓(𝑥) d𝑥 = 0,5.
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Розiб’ємо iнтеграл на два:
𝑑∫︁

−∞

𝑓(𝑥) d𝑥 =

0∫︁
−∞

0 · d𝑥+

𝑑∫︁
0

3𝑥2 d𝑥 = 𝑥3
⃒⃒⃒𝑑
0
= 𝑑3.

З рiвняння 𝑑3 = 0,5 знаходимо значення медiани

𝑀𝑒(𝑋) = 𝑑 = 3
√︀

0,5 ≈ 0,794.

Початковi i центральнi моменти для неперервної випадкової ве-
личини 𝑋 знаходяться за формулами:

ν𝑘 = 𝑀(𝑋𝑘) =

+∞∫︁
−∞

𝑥𝑘𝑓(𝑥) d𝑥, (1.5.4)

µ𝑘 = 𝑀(𝑋 −𝑀𝑥)
𝑘 =

+∞∫︁
−∞

(𝑥−𝑀𝑥)
𝑘𝑓(𝑥) d𝑥. (1.5.5)

Розглянемо основнi закони розподiлу неперервних випадкових ве-
личин.

Розподiл ймовiрностей називають рiвномiрним, якщо на iнтервалi
[𝑎, 𝑏] можливих значень неперервної випадкової величини щiльнiсть
розподiлу є сталою та задається формулою:

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, якщо 𝑥 ⩽ 𝑎;
1

𝑏− 𝑎
, якщо 𝑎 < 𝑥 ⩽ 𝑏;

0, якщо 𝑥 > 𝑏.
(1.5.6)

Приклад 1.42. Радiус кола, який вимiряний наближено, може мати
значення на iнтервалi (𝑎, 𝑏). У припущенi, що радiус є неперервною ви-
падковою величиною 𝑋, яка розподiлена рiвномiрно у цьому iнтерва-
лi, знайти математичне сподiвання i дисперсiю.

Розв’язання. За формулою (1.5.2) знайдемо математичне сподiва-
ння:

𝑀(𝑋) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑥𝑓(𝑥) d𝑥 =
1

𝑏− 𝑎

𝑏∫︁
𝑎

𝑥 d𝑥 =

=
1

𝑏− 𝑎

𝑥2

2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑏

𝑎

=
1

𝑏− 𝑎

𝑏2 − 𝑎2

2
=

𝑎+ 𝑏

2
.
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Дисперсiю знайдемо за формулою 𝐷(𝑋) = 𝑀(𝑋2)− (𝑀(𝑋))2.

𝑀(𝑋2) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑥2𝑓(𝑥) d𝑥 =
1

𝑏− 𝑎

𝑏∫︁
𝑎

𝑥2 d𝑥 =

=
1

𝑏− 𝑎

𝑥3

3

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑏

𝑎

=
1

𝑏− 𝑎

𝑏3 − 𝑎3

3
=

1

3
(𝑎2 + 𝑎𝑏+ 𝑏2).

Звiдки значення дисперсiї

𝐷(𝑋) =
1

3
(𝑎2 + 𝑎𝑏+ 𝑏2)− (𝑎+ 𝑏)2

4
=

𝑎2 − 2𝑎𝑏+ 𝑏2

12
=

(𝑎− 𝑏)2

12
.

Експоненцiальним (показниковим) розподiлом неперервної випад-
кової величини називають розподiл, що задається наступним вира-
зом для щiльностi ймовiрностi:

𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩0, якщо 𝑥 < 0;
λ𝑒−λ𝑥, якщо 𝑥 ⩾ 0.

(1.5.7)

Знайдемо функцiю розподiлу експоненцiального закону:

𝐹 (𝑥) =

𝑥∫︁
−∞

𝑓(𝑥) d𝑥 =

0∫︁
−∞

0 · d𝑥+ λ

𝑥∫︁
0

𝑒−λ𝑥 d𝑥 = 1− 𝑒−λ𝑥.

Отже,

𝐹 (𝑥) =

⎧⎨⎩0, якщо 𝑥 < 0;
1− 𝑒−λ𝑥, якщо 𝑥 ⩾ 0.

(1.5.8)

Математичне сподiвання випадкової величини, яка має експонен-
цiальний розподiл, отримуємо на основi загальної формули (1.5.2) з
урахуванням того, що 𝑓(𝑥) = 0 при 𝑥 < 0:

𝑀𝑥 =

+∞∫︁
0

𝑥𝑓(𝑥) d𝑥 = λ

+∞∫︁
0

𝑥𝑒−λ𝑥 d𝑥.

Iнтегруючи частинами, знаходимо:

𝑀𝑥 =
1

λ
. (1.5.9)
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Дисперсiю для експоненцiального розподiлу отримуємо за форму-
лою

𝐷𝑥 =

+∞∫︁
−∞

𝑥2𝑓(𝑥) d𝑥−𝑀 2
𝑥 = λ

+∞∫︁
0

𝑥2𝑒−λ𝑥 d𝑥−𝑀 2
𝑥 .

Iнтегруючи частинами, знаходимо:

𝐷𝑥 =
1

λ2
. (1.5.10)

Приклад 1.43. Неперервна випадкова величина 𝑋 розподiлена за екс-
поненцiальним законом

𝑓(𝑥) = 2𝑒−2𝑥 при 𝑥 ⩾ 0; 𝑓(𝑥) = 0 при 𝑥 < 0.

Знайти ймовiрнiсть того, що при випробуваннi 𝑋 попаде у iнтервал
(0,3; 1).

Розв’язання. Ймовiрнiсть попадання неперервної випадкової вели-
чини у iнтервал (𝑎, 𝑏):

𝑃 (𝑎 < 𝑋 < 𝑏) = 𝐹 (𝑏)− 𝐹 (𝑎).

Для експоненцiального розподiлу 𝐹 (𝑎) = 1− 𝑒−λ𝑎, 𝐹 (𝑏) = 1− 𝑒−λ𝑏. Тодi

𝑃 (𝑎 < 𝑋 < 𝑏) = 1− 𝑒−λ𝑏 − (1− 𝑒−λ𝑎) = 𝑒−λ𝑎 − 𝑒−λ𝑏.

За умовою λ = 2. Отже,

𝑃 (0,3 < 𝑋 < 1) = 𝑒−2·0,3 − 𝑒−2·1 = 𝑒−0,6 − 𝑒−2 ≈ 0,414.

Найважливiшими є неперервнi випадковi величини, якi розподi-
ленi за нормальним законом (або законом Гаусса). Щiльнiсть ймовiр-
ностi випадкових величин такого типу визначається рiвнiстю:

𝑓(𝑥) =
1

σ𝑥

√
2π

exp

(︂
−(𝑥−𝑀𝑥)

2

2σ2
𝑥

)︂
, (1.5.11)

де σ𝑥 i 𝑀𝑥 —середнє квадратичне вiдхилення i математичне сподiва-
ння випадкової величини.

В прикладних задачах математичної статистики доводиться роз-
глядати емпiричнi розподiли випадкових величин, якi мають певнi
вiдмiнностi вiд нормального. Для оцiнки цих вiдмiнностей введенi
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спецiальнi характеристики. До них вiдносяться, зокрема, асиметрiя
та ексцес.

Асиметрiєю розподiлу випадкової величини називають вiдношен-
ня центрального моменту третього порядку до кубу середнього ква-
дратичного вiдхилення:

𝐴𝑠 =
µ3

σ3
𝑥

. (1.5.12)

Графiки функцiй розподiлу з рiзними значеннями асиметрiї пред-
ставленi на рис. 1.4 та рис. 1.5.

O x

f(x)

Mo(X)

As>0

Рис. 1.4. Функцiя розподiлу
з додатною асиметрiєю

O x

f(x)

Mo(X)

As<0

Рис. 1.5. Функцiя розподiлу
з вiд’ємною асиметрiєю

Ексцесом розподiлу випадкової величини називають число, яке
визначається виразом

𝐸𝑘 =
µ4

σ4
𝑥

− 3. (1.5.13)

Для нормального розподiлу µ4

σ4
𝑥

= 3, тому його ексцес дорiвнює
нулю.

Графiки функцiйщiльностi ймовiрностi з додатним i вiд’ємним екс-
цесом представленi на рис. 1.6 та рис. 1.7, на яких для порiвняння
зображенi також кривi нормального розподiлу (штриховi лiнiї).

У багатьох задачах необхiдно знайти ймовiрнiсть попадання ви-
падкової величини в заданий iнтервал. Ця ймовiрнiсть може бути
виражена у виглядi рiзницi значень функцiї розподiлу в граничних
точках цього iнтервалу:

𝑃 (𝑎 < 𝑋 < 𝑏) = 𝐹 (𝑏)− 𝐹 (𝑎) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥) d𝑥.
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O x

f(x)

Mx

Ek>0

Рис. 1.6. Функцiя розподiлу
з додатним ексцесом

O x

f(x)

Mx

Ek<0

Рис. 1.7. Функцiя розподiлу
з вiд’ємним ексцесом

У випадку нормального розподiлу

𝑃 (𝑎 < 𝑋 < 𝑏) =
1

σ𝑥

√
2π

𝑏∫︁
𝑎

exp

(︂
−(𝑥−𝑀𝑥)

2

2σ2
𝑥

)︂
d𝑥.

Зробимо замiну змiнної

𝑡 =
𝑥−𝑀𝑥

σ𝑥
, 𝑥 = 𝑡σ𝑥 +𝑀𝑥, d𝑥 = σ𝑥 d𝑡.

Тодi

𝑃 (𝑎 < 𝑋 < 𝑏) =
1√
2π

𝑧2∫︁
𝑧1

𝑒−
𝑡2

2 d𝑡,

де 𝑧1 =
𝑎−𝑀𝑥

σ𝑥
, 𝑧2 =

𝑏−𝑀𝑥

σ𝑥
.

Розiб’ємо цей iнтеграл на два:

𝑃 (𝑎 < 𝑋 < 𝑏) =
1√
2π

⎛⎜⎝ 0∫︁
𝑧1

𝑒−
𝑡2

2 d𝑡+

𝑧2∫︁
0

𝑒−
𝑡2

2 d𝑡

⎞⎟⎠ =

=
1√
2π

⎛⎜⎝ 𝑧2∫︁
0

𝑒−
𝑡2

2 d𝑡−
𝑧1∫︁
0

𝑒−
𝑡2

2 d𝑡

⎞⎟⎠ .

Iнтеграли вiд функцiї 𝑒− 𝑡2

2 не можна виразити через елементар-
нi функцiї, тому визначають їх чисельнi значення, якi розмiщують у
спецiальних таблицях (див. Додаток Б).
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Iнтеграл

Φ(𝑧) =
1√
2π

𝑧∫︁
0

𝑒−
𝑡2

2 d𝑡 (1.5.14)

називають нормованою функцiєю Лапласа або просто функцiєю Ла-
пласа.

Шукана ймовiрнiсть через функцiю Лапласа записується у виглядi

𝑃 (𝑎 < 𝑋 < 𝑏) = Φ(𝑧2)− Φ(𝑧1) = Φ

(︂
𝑏−𝑀𝑥

σ𝑥

)︂
−Φ

(︂
𝑎−𝑀𝑥

σ𝑥

)︂
. (1.5.15)

Функцiя Лапласа є непарною функцiєю, для неї

Φ(−𝑧) = −Φ(𝑧).

Приклад 1.44. Випадкова величина 𝑋 є нормально розподiленою. Її
математичне сподiвання дорiвнює 10, а середнє квадратичне вiдхи-
лення дорiвнює 2. Знайти ймовiрнiсть того, що в результатi випро-
бування випадкова величина прийме значення з iнтервалу (9, 12).

Розв’язання. Скористаємось формулою (1.5.15):

𝑃 (9 < 𝑋 < 12) = Φ

(︂
12− 10

2

)︂
−Φ

(︂
9− 10

2

)︂
= Φ(1)−Φ(−0,5) = Φ(1)+Φ(0,5).

У таблицi для значень функцiї Лапласа знаходимо

Φ(1) = 0,3413, Φ(0,5) = 0,1915.

Тодi 𝑃 (9 < 𝑋 < 12) = 0,5328.

Приклад 1.45. Випадкова величина 𝑋 є нормально розподiленою. Її
математичне сподiвання дорiвнює 18, а ймовiрнiсть попадання в iн-
тервал (16, 20) дорiвнює 0,98. Знайти середнє квадратичне вiдхилен-
ня випадкової величини.

Розв’язання. Ймовiрнiсть

𝑃 (16 < 𝑋 < 20) = Φ

(︂
20− 18

σ𝑥

)︂
−Φ

(︂
16− 18

σ𝑥

)︂
=

= Φ

(︂
2

σ𝑥

)︂
−Φ

(︂
− 2

σ𝑥

)︂
= 2Φ

(︂
2

σ𝑥

)︂
.

Звiдки 2Φ

(︂
2

σ𝑥

)︂
= 0,98, Φ

(︂
2

σ𝑥

)︂
= 0,49.
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Знайдемо значення аргументу 𝑧 функцiї Лапласа. У нашому при-
кладi 𝑧 =

2

σ𝑥
. З таблицi отримуємо 𝑧 = 2,33. Отже,

σ𝑥 =
2

2,33
= 0,86.

Питання для самоконтролю

1. Яку величину називають неперервною випадковою величиною?
2. Чим характеризується неперервна випадкова величина?
3. Що називають щiльнiстю розподiлу ймовiрностi?
4. Сформулюйте властивостi щiльностi ймовiрностi.
5. Дайте означення числових характеристик неперервної випад-

кової величини.
6. Назвiть основнi розподiли неперервних випадкових величин.
7. Запишiть формули математичного сподiвання i дисперсiї для

рiвномiрного та експоненцiального розподiлiв.
8. Що називають асиметрiєю та ексцесом розподiлу?
9. Як визначити iмовiрнiсть попадання в заданий iнтервал непе-

рервної випадкової величини, яка задана нормальним розподi-
лом?

1.6. Системи випадкових величин
Досi ми розглядали випадковi величини, можливi значення яких

визначались одним числом. Такi величини називають одновимiрни-
ми. При дослiдженi випадкових явищ часто розглядають одночасно
декiлька випадкових величин. Їх сукупнiсть можна представити як
багатовимiрну випадкову величину. Отже, багатовимiрною випадко-
вою величиною називають сукупнiсть (систему) декiлькох випадко-
вих величин, якi можуть бути як дискретними так i неперервними.

На практицi частiше доводиться зустрiчатись з двовимiрними ви-
падковими величинами. Всi характеристики, якi будуть у подальшо-
му розглянутi для двовимiрних випадкових величин, можуть бути по-
ширенi й на багатовимiрнi.

Двовимiрну випадкову величину позначають (𝑋, 𝑌 ) та геометри-
чно iнтерпретують як випадкову точку на площинi.
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Приклад 1.46. Бiржовi торги характеризуються двовимiрною випад-
ковою величиною, яка є системою двох випадкових величин: 𝑋 —ва-
лютний курс, 𝑌 —обсяг продажiв .

Законом розподiлу двовимiрної випадкової величини називають
перелiк можливих значень цiєї величини, тобто пар чисел (𝑥𝑖, 𝑦𝑗) та
їх ймовiрностей 𝑃 (𝑋 = 𝑥𝑖, 𝑌 = 𝑦𝑗) = 𝑃 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗), де 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛; 𝑗 =

1, 2, . . . ,𝑚.
Зазвичай закон розподiлу двовимiрної випадкової величини зада-

ється у виглядi таблицi (матрицi).

𝑋
𝑌

𝑦1 𝑦2 . . . 𝑦𝑚
𝑚∑︀
𝑗=1

𝑥1 𝑝(𝑥1, 𝑦1) 𝑝(𝑥1, 𝑦2) . . . 𝑝(𝑥1, 𝑦𝑚) 𝑝(𝑥1)

𝑥2 𝑝(𝑥2, 𝑦1) 𝑝(𝑥2, 𝑦2) . . . 𝑝(𝑥2, 𝑦𝑚) 𝑝(𝑥2)

... ... ... ... ... ...

𝑥𝑛 𝑝(𝑥𝑛, 𝑦1) 𝑝(𝑥𝑛, 𝑦2) . . . 𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑚) 𝑝(𝑥𝑛)
𝑛∑︀

𝑖=1

𝑝(𝑦1) 𝑝(𝑦2) . . . 𝑝(𝑦𝑚) 1

Так як подiї (𝑋 = 𝑥𝑖, 𝑌 = 𝑦𝑗) несумiснi та утворюють повну групу,
то сума їх ймовiрностей дорiвнює одиницi, тобто

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑝(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) = 1.

Пiдсумковi стовпець та рядок таблицi закону розподiлу (𝑋, 𝑌 ) є
вiдповiдно законами розподiлу одномiрних складових (𝑥𝑖, 𝑝(𝑥𝑖)) та (𝑦𝑗, 𝑝(𝑦𝑗)).

Функцiя розподiлу двовимiрної випадкової величини являє собою
ймовiрнiсть подiї (𝑋 < 𝑥, 𝑌 < 𝑦), тобто

𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑃 (𝑋 < 𝑥, 𝑌 < 𝑦). (1.6.1)
Як вiдомо, ймовiрнiсть сумiсної появи значень дискретних випад-

кових величин 𝑥𝑖, 𝑦𝑗 можна виразити у виглядi
𝑝(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) = 𝑝(𝑥𝑖)𝑝(𝑦𝑗/𝑥𝑖), (1.6.2)
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де 𝑝(𝑦𝑗/𝑥𝑖)—умовна ймовiрнiсть.
Аналогiчно можна представитищiльнiсть розподiлу ймовiрностей

для неперервних величин:

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦/𝑥), (1.6.3)

де 𝑓(𝑦/𝑥)—умовна щiльнiсть ймовiрностi.
Для неперервної двовимiрної випадкової величини функцiя роз-

подiлу виражається у виглядi iнтегралу вiд її щiльностi розподiлу:

𝐹 (𝑥, 𝑦) =

𝑥∫︁
−∞

𝑦∫︁
−∞

𝑓(𝑥, 𝑦) d𝑥 d𝑦. (1.6.4)

Теорема 1.22. Для того, щоб випадковi величини 𝑋 i 𝑌 були незале-
жними, необхiдно i достатньо, щоб функцiя розподiлу системи (𝑋, 𝑌 )

дорiвнювала добутку функцiй її складових:

𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝐹1(𝑥) · 𝐹2(𝑦).

Наслiдок. Для незалежних неперервних випадкових величин 𝑋 i
𝑌 їх сумiсна щiльнiсть 𝑓(𝑥, 𝑦) дорiвнює добутку щiльностей ймовiр-
ностi 𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑦) цих випадкових величин:

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝑥) · 𝑓2(𝑦).

Функцiональна залежнiсть мiж двома змiнними 𝑋 i 𝑌 характери-
зується тим, що кожному значенню 𝑥 однiєї змiнної вiдповiдає то-
чно певне значення 𝑦 iншої. Доволi часто зустрiчаються бiльш скла-
днi залежностi, нiж функцiональнi. Такою залежнiстю, наприклад, є
зв’язок мiж опадами та врожаєм.

Двi випадковi величини 𝑋 i 𝑌 знаходяться у кореляцiйнiй зале-
жностi, якщо кожному значенню будь-якої з цих величин вiдповiдає
певний розподiл ймовiрностей iншої величини.

Умовним математичним сподiванням дискретної випадкової ве-
личини 𝑌 при 𝑋 = 𝑥 називають суму добуткiв можливих значень 𝑌

на їх умовнi ймовiрностi:

𝑀(𝑌/𝑋 = 𝑥) =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑦𝑗𝑝(𝑦𝑗/𝑥). (1.6.5)
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Умовне математичне сподiвання неперервної випадкової визна-
чається iнтегралом

𝑀(𝑌/𝑋 = 𝑥) =

+∞∫︁
−∞

𝑦𝑓(𝑦/𝑥) d𝑦. (1.6.6)

Значення умовного математичного сподiвання випадкової вели-
чини 𝑌 є функцiєю вiд 𝑥. Таку функцiю називають функцiєю регресiї
𝑌 на 𝑋:

𝑀(𝑌/𝑋 = 𝑥) = 𝑔(𝑥).
Аналогiчно визначається функцiя регресiї 𝑋 на 𝑌 :

𝑀(𝑋/𝑌 = 𝑦) = ℎ(𝑦).

Якщо на площинi зобразити значення випадкового вектора 𝑋, 𝑌 ,
то отримуємо множину випадково розмiщених точок (рис. 1.8). Для
кожного фiксованого значення 𝑥 = 𝑥𝑖 величина 𝑌 є випадковою. Її
математичне сподiвання являє собою умовне математичне сподiван-
ня 𝑀(𝑌/𝑥 = 𝑥𝑖). Якщо задати рiзнi значення 𝑥, то можна побудувати
криву регресiї 𝑌 на 𝑋.

O x

y

xi

M(Y/X=xi)

M(Y/X=x)

Рис. 1.8. Крива регресiї

Коварiацiєю, або кореляцiйним моментом, випадкових величин
𝑋 i 𝑌 називають математичне сподiвання добутку вiдхилень цих ве-
личин вiд їх математичних сподiвань, тобто мiшаний центральний
момент другого порядку

cov(𝑋, 𝑌 ) = µ𝑥𝑦 = 𝑀((𝑋 −𝑀𝑥)(𝑌 −𝑀𝑦)). (1.6.7)
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Для дискретних випадкових величин коварiацiя має вигляд

cov(𝑋, 𝑌 ) = µ𝑥𝑦 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑚∑︁
𝑗=1

(𝑥𝑖 −𝑀𝑥)(𝑦𝑗 −𝑀𝑦)𝑝(𝑥𝑖, 𝑦𝑗). (1.6.8)

Для неперервних випадкових величин вона записується через iн-
теграл

cov(𝑋, 𝑌 ) = µ𝑥𝑦 =

+∞∫︁
−∞

+∞∫︁
−∞

(𝑥−𝑀𝑥)(𝑦 −𝑀𝑦)𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) d𝑥 d𝑦. (1.6.9)

Коварiацiю можна представити у виглядi

µ𝑥𝑦 = 𝑀(𝑋𝑌 −𝑀𝑥𝑌 −𝑀𝑦𝑋+𝑀𝑥𝑀𝑦) = 𝑀(𝑋𝑌 )−𝑀𝑥𝑀𝑦−𝑀𝑦𝑀𝑥+𝑀𝑥𝑀𝑦,

або
cov(𝑋, 𝑌 ) = µ𝑥𝑦 = 𝑀(𝑋𝑌 )−𝑀𝑥𝑀𝑦. (1.6.10)

Коефiцiєнтом кореляцiї 𝑟𝑥𝑦 випадкових величин 𝑋 i 𝑌 називають
вiдношення коварiацiї до добутку середнiх квадратичних вiдхилень
цих величин

𝑟𝑥𝑦 =
µ𝑥𝑦

σ𝑥σ𝑦
, (1.6.11)

де −1 ⩽ 𝑟𝑥𝑦 ⩽ 1.
Двi випадковi величини називають корельованими, якщо їх кова-

рiацiя або коефiцiєнт кореляцiї вiдмiннi вiд нуля, та некорельованими,
якщо вони дорiвнюють нулю.

Розглянемо двомiрну випадкову величину (𝑋, 𝑌 ). Припустимо, що
деяка величина 𝑌 наближено зображає величину 𝑌 та може бути
записана як функцiя вiд 𝑋 у виглядi лiнiйної залежностi

𝑌 = 𝑔(𝑋) = α𝑋 + β, (1.6.12)

де α i β—невiдомi параметри, якi необхiдно знайти.
Необхiдно так пiдiбрати параметри α i β, щоб функцiя 𝑔(𝑥) була

найкращим наближенням до випадкових значень 𝑌 .
В якостi мiри вiдхилення множини випадкових значень величи-

ни 𝑌 вiд значень 𝑌 можна взяти математичне сподiвання квадрату
рiзницi 𝑌 − 𝑌 , тобто 𝑀(𝑌 − 𝑔(𝑥))2.
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Мiнiмiзацiя цiєї мiри дозволяє отримати вирази для визначення
параметрiв α iβ. Функцiю 𝑔(𝑋) = α𝑋+β, яка визначена таким спосо-
бом, називають найкращiм наближенням 𝑌 за методом найменших
квадратiв, а функцiю 𝑦𝑥 = 𝑀(𝑌/𝑋 = 𝑥) = α𝑥+β називають лiнiйною
середньо квадратичною регресiєю 𝑌 на 𝑋.

Лiнiйна середньо квадратична регресiя 𝑌 на 𝑋 має вигляд

𝑦𝑥 = 𝑟𝑥𝑦
σ𝑦

σ𝑥
(𝑥−𝑀𝑥) +𝑀𝑦. (1.6.13)

Приклад 1.47. Знайти лiнiйну середньо квадратичну регресiю 𝑌 на
𝑋 при наступних вихiдних даних: математичнi сподiвання 𝑀𝑥 = 3,
𝑀𝑦 = 6, коварiацiя µ𝑥𝑦 = −10, середнi квадратичнi вiдхилення σ𝑥 = 5,
σ𝑦 = 8.

Розв’язання. Знаходимо коефiцiєнт кореляцiї

𝑟𝑥𝑦 =
µ𝑥𝑦

σ𝑥σ𝑦
= − 10

5 · 8
= −0,25.

Пiдставимо всi вiдомi значення у вираз (1.6.13):

𝑦𝑥 = −0,25 · 8
5

(𝑥− 3) + 6 = −0,4𝑥+ 7,2.

Питання для самоконтролю

1. Яку випадкову величину називають багатовимiрною?
2. Що називають законом розподiлу двовимiрної дискретної ви-

падкової величини?
3. Що таке функцiя розподiлу двовимiрної випадкової величини?
4. Чому дорiвнює функцiя розподiлу системи двох незалежних ви-

падкових величин?
5. Запишiть вираз для умовного математичного сподiвання дис-

кретної випадкової величини.
6. Запишiть вираз для умовного математичного сподiвання непе-

рервної випадкової величини.
7. Що таке функцiя регресiї?
8. Що називають кореляцiйним моментом?
9. Що таке коефiцiєнт кореляцiї? Що вiн визначає?

10. Запишiть вираз для лiнiйної середньо квадратичної регресiї.
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1.7. Граничнi теореми теорiї ймовiрностей
Досвiд, який накопичений людством, дає пiдстави у практичнiй

дiяльностi керуватись принципом практичної впевненостi: якщо при
певних умовах ймовiрнiсть подiї дуже мала, то при одноразовому їх
виконаннi можна бути впевненим у тому, що ця подiя не вiдбудеться.
Отже, у практичнiй дiяльностi можна вважати, що ця подiя є немо-
жливою.

Якщо ймовiрнiсть подiї 𝐴 дуже мала i вона вважається практично
неможливою, то ймовiрнiсть протилежної подiї 𝐴 наближається до
одиницi та її можна вважати вiрогiдною.

Ймовiрнiсть, якою вирiшено нехтувати у даному дослiдженi, на-
зивають рiвнем значущостi.

У статистицi зазвичай рекомендують користуватись рiвнем значу-
щостi 0,05 при попереднiх дослiдженнях та 0,001 при остаточних ви-
сновках. Вiдповiдно, при попереднiх дослiдженнях за вiрогiднi при-
ймають такi подiї, ймовiрностi яких не меншi 0,95, а при остаточних
висновках—ймовiрностi яких не меншi 0,999.

Отже, у практичних дослiдженнях важливо знати, при яких умо-
вах можна гарантувати, що ймовiрнiсть подiї буде або достатньо ма-
ла, або прямує до одиницi. Такi умови, що дають змогу передбачити
вiрогiднi або неможливi подiї при великiй кiлькостi величин, дiстали
назву закону великих чисел, або граничних теорем.

Пiд законом великих чисел розумiють сукупнiсть пропозицiй, у яких
стверджується, що з ймовiрнiстю, як завгодно близькою до одиницi
(або нуля), вiдбудеться подiя, яка залежить вiд дуже великої кiль-
костi випадкових подiй, кожна з яких має незначний вплив на цю
подiю.

Розглянемо допомiжнi теореми, якi приводять до закону великих
чисел: лему та нерiвнiсть Чебишова.

Лема Чебишова. Якщо серед значень випадкової величини 𝑋 не-
має вiд’ємних, то ймовiрнiсть того, що вона набуде якесь значення,
яке бiльше додатного числа 𝐴, не бiльше вiд дробу, чисельник якого—
математичне сподiвання випадкової величини, а знаменник— число
𝐴:

𝑃 (𝑋 > 𝐴) ⩽
𝑀𝑥

𝐴
. (1.7.1)

Нерiвнiсть Чебишова.Ймовiрнiстьтого, що вiдхилення випадко-
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вої величини 𝑋 вiд її математичного сподiвання буде за абсолютною
величиною бiльше додатного числа ε не бiльше дробу, чисельник яко-
го— дисперсiя випадкової величини, а знаменник— квадрат ε:

𝑃 (|𝑋 −𝑀𝑥| > ε) ⩽
𝐷𝑥

ε2
. (1.7.2)

Нерiвнiсть Чебишова можна записати в iншiй формi: ймовiрнiсть
того, що вiдхилення випадкової величини 𝑋 вiд її математичного
сподiвання буде за абсолютною величиною менше додатного числа ε

не менше рiзницi мiж одиницею i дробом, чисельник якого— дисперсiя
випадкової величини, а знаменник— квадрат ε:

𝑃 (|𝑋 −𝑀𝑥| ⩽ ε) ⩾ 1− 𝐷𝑥

ε2
. (1.7.3)

Приклад 1.48. Схожiсть насiння деякої рослини складає 70%. Скори-
ставшись нерiвнiстю Чебишова, оцiнити ймовiрнiсть того, що при
посiвi 10 000 насiння вiдхилення частки тих, якi зiйшли, вiд ймовiрно-
стi того, що зiйде кожне з них, не буде бiльше за абсолютною вели-
чиною 0,01.

Розв’язання. Вiдносна частота подiї у 𝑛 незалежних випробуван-
нях є випадковою величиною. Її математичне сподiвання дорiвнює
ймовiрностi 𝑝 настання подiї у кожному випробуваннi, а дисперсiя до-
рiвнює 𝑝𝑞

𝑛 (див. формули (1.4.15)). Тому нерiвнiсть Чебишова (1.7.3)
для вiдносної частоти має вигляд:

𝑃

(︂⃒⃒⃒⃒
𝑋

𝑛
− 𝑝

⃒⃒⃒⃒
⩽ ε

)︂
⩾ 1− 𝑝𝑞

𝑛ε2
.

При 𝑝 = 0,7, 𝑞 = 0,3, 𝑛 = 10 000 та ε = 0,01 знаходимо:

𝑃

(︂⃒⃒⃒⃒
𝑋

10 000
− 0,7

⃒⃒⃒⃒
⩽ 0,01

)︂
⩾ 1− 0,7 · 0,3

10 000 · 0,012
= 1− 0,21 = 0,79.

Отже, ймовiрнiсть того, що при посiвi 10 000 насiння вiдхилення
частини тих, якi зiйшли, вiд ймовiрностi того, що зiйде кожне з них,
не буде бiльше за абсолютною величиною 0,01, не менше 0,79.

Розглянемо закон великих чисел у формi Чебишова. Так назива-
ють важливу теорему Чебишова, яка є узагальненням його нерiвно-
стi.
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Теорема 1.23. (Теорема Чебишова).
Якщо випадковi величини 𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛 попарно незалежнi, а їхнi

дисперсiї обмеженi одним i тим самим числом, то ймовiрнiсть того,
що абсолютна величина вiдхилення середнього арифметичного зна-
чення цих випадкових величин вiд середнього арифметичного їх ма-
тематичних сподiвань менша вiд деякого наперед заданого додатно-
го числа ε, яким би малим воно не було, iз зростанням 𝑛, прямує до
одиницi:

𝑃

(︂⃒⃒⃒⃒
𝑋1 +𝑋2 + . . .+𝑋𝑛

𝑛
− 𝑀(𝑋1) +𝑀(𝑋2) + . . .+𝑀(𝑋𝑛)

𝑛

⃒⃒⃒⃒
⩽ ε

)︂
> 1− δ,

(1.7.4)
де δ—будь-яке додатне число.

Якщо математичнi сподiвання випадкових величин однаковi i до-
рiвнюють 𝑀𝑥, то нерiвнiсть 1.7.4 матиме вигляд:

𝑃

(︂⃒⃒⃒⃒
𝑋1 +𝑋2 + . . .+𝑋𝑛

𝑛
−𝑀𝑥

⃒⃒⃒⃒
⩽ ε

)︂
> 1− δ. (1.7.5)

Якщо кiлькiсть випадкових величин достатньо велика та вони за-
довольняють деяким загальним умовам, то, як би вони не були роз-
подiленi, практично вiрогiдно, що середня арифметична їх зневажли-
во мало вiдхиляється вiд сталої величини— середньої арифметичної
їх математичних сподiвань, тобто є практично сталою величиною. У
цьому полягає змiст теорем, якi вiдносяться до закону великих чисел.

Можна навести дуже багато прикладiв застосування закону вели-
ких чисел.

У фiзицi iснує велика кiлькiсть прикладiв виникнення нових якi-
сних станiв як прояв закону великих чисел. Наприклад, об’єднаний
газовий закон, який стверджує сталiсть тиску газу при незмiнних
умовах, є проявом закону великих чисел.

Закон великих чисел лежить в основi рiзних видiв страхування.
При плануваннi асортименту товарiв широкого вжитку враховує-

ться попит на них населення. У цьому попитi проявляється дiя вели-
ких чисел.

Вибiрковий метод, який широко застосовується у статистицi, зна-
ходить своє наукове обґрунтування в законi великих чисел.
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Достатньої умовою застосування закону великих чисел до послi-
довностi незалежних однаково розподiлених випадкових величин є
iснування у них математичного сподiвання.

Закон великих чисел можна застосовувати до залежних випадко-
вих величин, якщо тiльки сильна залежнiсть iснує мiж випадковими
величинами з близькими номерами, а мiж випадковими величинами
з далекими номерами залежнiсть досить слабка. Прикладами випад-
кових величин такого типу є числовi характеристики змiни клiмату.
На погоду кожного дня помiтно впливає погода попереднiх днiв, при
тому вплив помiтно послаблюється з вiддаленням днiв один вiд iн-
шого. Отже, багаторiчна середня температура, тиск та iншi характе-
ристики клiмату даної мiсцевостi у вiдповiдностi до закону великих
чисел практично повиннi бути близькими до своїх математичних спо-
дiвань.

Закономiрностi, якi виникають у результатi сумарної дiї випадко-
вих величин не обмежуються тiльки законом великих чисел.

Сума будь-якої скiнченної кiлькостi незалежних нормально роз-
подiлених випадкових величин також розподiлена за нормальним за-
коном.

Якщо незалежнi випадковi величини не розподiленi за нормаль-
ним законом, то можна накласти на них деякi обмеження, та їх су-
ма буде розподiлена за нормальним законом. Умови, за яких вини-
кає нормальний закон розподiлу, наприклад, встановлює централь-
на гранична теорема Ляпунова.
Теорема 1.24. (Теорема Ляпунова).

Якщо 𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛 —незалежнi випадковi величини, для кожної
з яких iснують математичнi сподiвання 𝑀𝑥1,𝑀𝑥2, . . . ,𝑀𝑥𝑛, дисперсiї
𝐷𝑥1 = σ2

𝑥1, 𝐷𝑥2 = σ2
𝑥2, . . . , 𝐷𝑥𝑛 = σ2

𝑥𝑛, абсолютнi центральнi моменти
третього порядку 𝑀(|𝑋𝑖 − 𝑀𝑥𝑖|3) = µ3𝑖 та при необмеженому зро-
станнi 𝑛

lim
𝑛→∞

µ31 + µ32 + . . .+ µ3𝑛

(σ2
𝑥1 + σ2

𝑥2 + . . .+ σ2
𝑥𝑛)

3
2

= 0, (1.7.6)

то закон розподiлу суми 𝑋1 + 𝑋2 + . . . + 𝑋𝑛 при 𝑛 → ∞ необмежено
наближається до нормального розподiлу з параметрами:

𝑀𝑥 = 𝑀𝑥1 +𝑀𝑥2 + . . .+𝑀𝑥𝑛; (1.7.7)

σ2
𝑥 = σ2

𝑥1 + σ2
𝑥2 + . . .+ σ2

𝑥𝑛. (1.7.8)
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Умову (1.7.6) називають умовою Ляпунова. Її змiст полягає в то-
му, що вага кожного доданку (випадкової величини) мала порiвняно
з сумарною вагою їх усiх. Багато випадкових величин, якi зустрiчаю-
ться в природi та в людськiй дiяльностi, вiдбуваються саме за такою
схемою. Отже, теорема Ляпунова має велике значення, а нормаль-
ний закон розподiлу є одним з основних законiв в теорiї ймовiрно-
стей.

Для обґрунтування вибiркового методу важливою є теорема, що
є наслiдком теореми Ляпунова.

Теорема 1.25. Сума достатньо великої кiлькостi однаково розподiле-
них випадкових величин, якi мають абсолютнi центральнi моменти
третього порядку, розподiлена за нормальним законом.

Питання для самоконтролю
1. У чому полягає змiст принципу практичної впевненостi?
2. Яку величину називають рiвнем значущостi?
3. Що являє собою закон великих чисел?
4. Запишiть нерiвнiсть Чебишова.
5. Сформулюйте теорему Чебишова.
6. Наведiть приклади застосування закону великих чисел.
7. Сформулюйте граничну теорему Ляпунова. Яке її значення?
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Роздiл 2.

Математична статистика

2.1. Вибiрка та її характеристики
Безперервне спостереження, тобто вивчення всiх об’єктiв (еле-

ментiв) сукупностi, в багатьох випадках незручно або неможливо
провести. Економiчно невигiдно проводити обстеження всiх об’єктiв,
якщо за результатами вивчення порiвняно невеликої їх частини мо-
жна отримати з достатньою для практики вiрогiднiстю необхiдну iн-
формацiю про всю сукупнiсть. Такий метод дослiдження називають
вибiрковим.

Всю сукупнiсть об’єктiв, яку необхiдно вивчити, називають гене-
ральною сукупнiстю. Ту частину об’єктiв, якi попали на обстежен-
ня, називають вибiрковою сукупнiстю або просто вибiркою. Кiлькiсть
елементiв у генеральнiй сукупностi та у вибiрцi називають їх об’ємами.

Для того щоб мати право робити висновок про генеральну суку-
пнiсть по вибiрцi, остання повинна бути отримана випадково. Це мо-
жна досягти рiзними способами. Розрiзняють наступнi типи вибiрок:
власно-вибiркова, типова, серiйна, механiчна.

Члени генеральної сукупностi перед утворенням вибiрки повиннi
бути занумерованi.

Найкращий спосiб здiйснення власно-вибiркової вибiрки— вико-
ристання випадкових вибiркових чисел.

Повторною власно-вибiрковою або просто повторною називають
вибiрку, за якої вiдiбраний об’єкт повертають до генеральної суку-
пностi перед вiдбором iншого об’єкта.

Вибiрку називають безповторною власно-вибiрковою або просто
безповторною, якщо взятий об’єкт до генеральної сукупностi не по-
вертається перед вiдбором наступного об’єкта.
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Якщо генеральну сукупнiсть попередньо розбити на групи, якi не
перетинаються, а потiм утворити власно-вибiрковi вибiрки з кожної
групи та всi вiдiбранi об’єкти взяти у вибiркову сукупнiсть, то її нази-
вають типовою.

Генеральну сукупнiсть попередньо розiб’ємо на групи, якi не пере-
тинаються. Будемо розглядати цi групи як елементи. Якщо утворити
з цих елементiв власно-вибiркову вибiрку та всi об’єкти вiдiбраних
груп взяти у вибiркову сукупнiсть, то її називають серiйною.

Приклад 2.1. Припустимо, що на заводi 80 станкiв, якi виготовля-
ють однаковi деталi.

Якщо вiдiбрати деталi у вибiрку з продукцiї всiх станкiв, яка по-
передньо ретельно перемiшана, то утворюється власно-вибiркова ви-
бiрка.

Якщо роздiлити продукцiю станкiв та вiдбирати деталi окремо
з продукцiї кожного з усiх 80 станкiв, то отримуємо типову вибiрку.

Утворимо власно-вибiркову вибiрку з генеральної сукупностi, яка
складається з 80 об’єктiв— станкiв, наприклад, вiдберемо 10 стан-
кiв. Якщо вважати всю продукцiю цих вiдiбраних станкiв елементами
вибiркової сукупностi, то це буде серiйна вибiрка.

Механiчною називають вибiрку, в яку об’єкти з генеральної суку-
пностi вiдбираються через певний iнтервал.

Механiчну вибiрку можна утворити, якщо є визначений порядок
слiдування елементiв генеральної сукупностi.

Приклад 2.2. Прилади з конвеєра з’являються в певнiй послiдовностi
у часi. Якщо об’єм вибiрки приладiв повинен складати 5% об’єму гене-
ральної сукупностi, то потрiбно вiдбирати кожен двадцятий при-
лад.

За результатами статистичного спостереження потрiбно дослiди-
ти сукупнiсть однорiдних об’єктiв вiдносно деякої якiсної (вид про-
дукцiї, колiр продукцiї, спецiальнiсть робiтника, нацiональнiсть) або
кiлькiсної ознаки (продуктивнiсть працi робiтника, собiвартiсть ви-
робу, об’єм продукцiї).

Рiзнi значення ознаки, яка спостерiгається у об’єктiв сукупностi
𝑥𝑖, називають варiантами. Числа 𝑛𝑖, якi показують, скiльки раз зу-
стрiчається кожна варiанта називають частотою.
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Нехай з генеральної сукупностi отримана вибiрка. При цьому ва-
рiанта 𝑥1 спостерiгається 𝑛1 раз, 𝑥2 спостерiгається 𝑛2 раз i т. д., 𝑥𝑘
спостерiгається 𝑛𝑘 раз. Об’єм вибiрки можна визначити так:

𝑛 = 𝑛1 + 𝑛2 + . . .+ 𝑛𝑘 =
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑛𝑖.

Вiдношення частоти варiанти 𝑛𝑖 до об’єму вибiрки 𝑛 називають
вiдносною частотою варiанти:

𝑤𝑖 =
𝑛𝑖

𝑛
. (2.1.1)

Ряд варiант, розмiщених у порядку зростання з вiдповiдними їм
частотами або вiдносними частотами називають варiацiйним рядом
або статистичним розподiлом вибiрки.

В залежностi вiд того, якi значення може приймати ознака, варiа-
цiйнi ряди подiляються на дискретнi i неперервнi (iнтервальнi). Варi-
ацiйний ряд називають дискретним, якщо значення ознаки (варiан-
ти) вiдрiзняються одне вiд одного не менше, нiж на деяку скiнченну
величину. Варiацiйний ряд називають неперервним (iнтервальним),
якщо варiанти можуть вiдрiзнятись одна вiд одної на скiльки завго-
дно малу величину.

Нехай, був отриманий статистичний розподiл вибiрки. Позначи-
мо через 𝑛𝑥 кiлькiсть спостережень, при яких значення варiант буде
меншим за 𝑥. Емпiричною функцiєю розподiлу випадкової величини
або функцiєю розподiлу вибiрки називають функцiю 𝐹 *

𝑥 вiдносної ча-
стоти кiлькостi спостережень 𝑛𝑥, тобто вiдносної частоти подiї𝑋 < 𝑥:

𝐹 *
𝑥 =

𝑛𝑥

𝑛
. (2.1.2)

Цюфункцiю використовують для наближеного представлення про
теоретичну функцiю розподiлу випадкової величини.

Приклад 2.3. Побудувати емпiричну функцiю розподiлу за даними
вибiрки:

𝑥𝑖 2 6 8 10

𝑛𝑖 6 16 18 20
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Розв’язання. Об’єм вибiрки 𝑛 = 6 + 16 + 18 + 20 = 60. За форму-
лою (2.1.2) складемо функцiю розподiлу вибiрки:

𝐹 *
𝑥 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, якщо 𝑥 ⩽ 2;
6
60 =

1
10 , якщо 2 < 𝑥 ⩽ 6;

22
60 =

11
30 , якщо 6 < 𝑥 ⩽ 8;

40
60 =

2
3 , якщо 8 < 𝑥 ⩽ 10;

1, якщо 𝑥 > 10.

Побудуємо графiк цiєї функцiї (рис. 2.1).

0 x

F(x)

2 4 6

1

0,8

0,6

0,4

0,2

108

Рис. 2.1. Емпiрична функцiя розподiлу

Для графiчного зображення статистичного розподiлу вибiрки ви-
користовують полiгони i гiстограми. Полiгоном зазвичай користую-
ться для зображення дискретних варiацiйних рядiв коли кiлькiсть ва-
рiант невелика. У випадку великої кiлькостi варiант та у випадку не-
перервного варiацiйного ряду використовують гiстограму.

Полiгоном частот називають ламану, вiдрiзки якої з’єднують то-
чки (𝑥𝑖, 𝑛𝑖). На осi абсцис вiдкладають варiанти 𝑥𝑖, а на осi ординат—
вiдповiднi значення частоти 𝑛𝑖. Якщо замiсть частот 𝑛𝑖 взяти вiдноснi
частоти 𝑤𝑖, то отримуємо полiгон вiдносних частот. Приклад полiго-
ну частот показаний на рис. 2.2

Для побудови гiстограми iнтервал, в якому мiстяться всi варiан-
ти розбивається на декiлька частинних iнтервалi шириною ℎ та для
кожного частинного iнтервалу знаходять суму частот варiант 𝑛𝑖, якi
попали у 𝑖-ий iнтервал.
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Гiстограмою частот називають схiдчасту фiгуру (рис. 2.3), яка
складається з прямокутникiв, основами яких є вiдрiзки ℎ, а висоти
дорiвнюють 𝑛𝑖

ℎ
. Величину 𝑛𝑖

ℎ
називають щiльнiстю частот.

0 xi

ni

x1 x2 x3

n3

n2

n1
x5x4

n5

n4

Рис. 2.2. Полiгон частот
статистичного розподiлу

0 x

ni

h

h

Рис. 2.3. Гiстограма частот
статистичного розподiлу

Площа 𝑖-го прямокутника дорiвнює 𝑛𝑖

ℎ
· ℎ = 𝑛𝑖 —сумi частот варi-

ант 𝑖-го iнтервалу. Отже, площа гiстограми частот дорiвнює сумi всiх
частот, тобто об’єму вибiрки.

Гiстограмою вiдносних частот називають схiдчасту фiгуру, яка
складається з прямокутникiв, основами яких є вiдрiзки ℎ, а висоти до-
рiвнюють 𝑤𝑖

ℎ
. Величину 𝑤𝑖

ℎ
називають щiльнiстю вiдносних частот.

Площа 𝑖-го прямокутника дорiвнює 𝑤𝑖

ℎ
· ℎ = 𝑤𝑖 —вiдносної частоти

варiант, якi попали у 𝑖-й iнтервал. Отже, площа гiстограми вiдносних
частот дорiвнює сумi всiх вiдносних частот, тобто одиницi.

Питання для самоконтролю
1. Який метод дослiдження називають вибiрковим?
2. Що називають генеральної i вибiрковою сукупностями їх об’ємами?
3. Якi є типи вибiрок?
4. Дайте означення наступних величин: варiанта, частота, вiдно-

сна частота.
5. Дайте означення варiацiйного ряду.
6. Якi варiацiйнi ряди називають дискретними, iнтервальними?
7. Що являє собою емпiрична функцiя розподiлу?
8. Що таке полiгон частот та вiдносних частот статистичного роз-

подiлу?
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9. Що таке гiстограма частот та вiдносних частот статистичного
розподiлу?

10. Чому дорiвнюють площi гiстограм частот i вiдносних частот ста-
тистичного розподiлу?

2.2. Статистичнi оцiнки
Однiєю з головних задач математичної статистики є оцiнка теоре-

тичного розподiлу випадкової величини на основi вибiркових даних.
При цьому припускається, що закон розподiлу генеральної сукупно-
стi вiдомий, але невiдомi його параметри, наприклад математичне
сподiвання i дисперсiя. Необхiдно знайти наближенi значення цих па-
раметрiв, тобто отримати їх статистичнi оцiнки.

Позначимо через θ* оцiнку деякого теоретичного параметру θ за-
кону розподiлу випадкової величини𝑋. Будемо розглядати вибiрковi
значення 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 як реалiзацiї випадкових величин𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛,
якi отримали конкретнi значення в результатi дослiдiв. Оцiнку θ* мо-
жна представити як функцiю цих випадкових величин

θ* = φ(𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛).

Це означає, що оцiнка також є випадковою величиною.
Якщо для оцiнки деякого параметру θ взяти декiлька 𝑘 вибiрок,

то у загальному випадку отримуємо стiльки ж рiзних випадкових оцi-
нок θ*1, θ

*
2, . . . , θ

*
𝑘. Математичне сподiвання випадкової величини θ*,

яка має отриманi реалiзацiї, може як збiгтися, так i не збiгтися з па-
раметром θ, який оцiнюється.

Незмiщеною називають статистичну оцiнку θ*, математичне спо-
дiвання якої дорiвнює оцiнюваному параметру 𝑀(θ*) = θ.

Змiщеною називають статистичну оцiнку θ*, математичне сподi-
вання якої не дорiвнює оцiнюваному параметру.

Ефективною називають статистичну оцiнку, яка при однакових
об’ємах вибiрок має найменшу дисперсiю.

У деяких випадках цiкавою є поведiнка оцiнки при необмеженому
зростаннi об’єму вибiрки.

Слушною називають статистичну оцiнку, яка при збiльшенi об’єму
вибiрки 𝑛 прямує до оцiнюваного параметра. Через ймовiрнiсть це
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можна записати так:

𝑃 (θ* = θ/𝑛 → ∞) = 1.

Нехай проведена вибiрка об’єму 𝑛, а об’єм генеральної сукупно-
стi—𝑁 . Позначимо частоти варiант 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘 генеральної суку-
пностi—𝑁𝑖, а вибiрки— 𝑛𝑖.

Середню арифметичну 𝑥̄ розподiлу ознаки у генеральнiй сукупно-
стi називають генеральною середньою, а дисперсiю σ2

𝑥 цього розподi-
лу— генеральною дисперсiєю:

𝑥̄ =
1

𝑁

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑁𝑖, (2.2.1)

σ2
𝑥 =

1

𝑁

𝑘∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑥̄)2𝑁𝑖. (2.2.2)

Середню арифметичну 𝑥̄в розподiлу ознаки у вибiрковiй сукупно-
стi називають вибiрковою середньою, а дисперсiю 𝑑в цього розподi-
лу— вибiрковою дисперсiєю:

𝑥̄в =
1

𝑛

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑛𝑖, (2.2.3)

𝑑в =
1

𝑛

𝑘∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑥̄в)2𝑛𝑖. (2.2.4)

У деяких випадках вибiрковi значення випадкової величини до-
цiльно розбити на окремi групи. У кожнiй групi можна знайти її се-
редню, яку називають груповою середньою. За груповими середнiми
можна знайти середнє для всiєї вибiрки.

Вибiркова середня 𝑥̄в є незмiщеною оцiнкою генеральної сере-
дньої 𝑥̄:

𝑀(𝑋̄в) = 𝑥̄.
Вибiркова дисперсiя 𝑑в є змiщеною оцiнкою генеральної дисперсiї

σ2
𝑥:

𝑀(𝐷̄в) =
𝑛− 1

𝑛
σ2
𝑥.
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Для усунення змiщеностi вибiркової дисперсiї вводиться поправ-
ка 𝑛

𝑛− 1
:

𝑠2 =
𝑛

𝑛− 1
𝑑в, (2.2.5)

де 𝑠2 називають виправленою вибiрковою дисперсiєю.
Початковим емпiричним моментом порядку 𝑘 називають вели-

чину:
𝑀𝑘 =

1

𝑛

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛𝑖𝑥
𝑘
𝑖 . (2.2.6)

Для першого порядку отримуємо вибiркову середню:

𝑀1 =
1

𝑛

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛𝑖𝑥𝑖 = 𝑥̄в.

Центральним емпiричним моментом порядку 𝑘 називають вели-
чину:

𝑚𝑘 =
1

𝑛

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥̄в)𝑘. (2.2.7)

Зокрема, для другого порядку отримуємо вибiркову дисперсiю:

𝑚2 =
1

𝑛

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥̄в)2 = 𝑑в.

Вибiрковi середнi та вибiрковi дисперсiї наближаються до гене-
ральних, але не збiгаються з ними. Рiзницi обумовленi тим, що iсну-
ють похибки вибiркового спостереження. Ц похибки репрезентатив-
ностi i похибки реєстрацiї.

Похибкою репрезентативностi називають вiдхилення характери-
стики ознаки у вибiрковiй сукупностi вiд вiдповiдної характеристики
її у генеральнiй сукупностi, яке обумовлене тiльки тим, що дослiджу-
ється не вся сукупнiсть, а лише її частина.

Похибки репрезентативностi бувають систематичними i випадко-
вими. Систематична похибка репрезентативностi виникає при пору-
шенi випадковостi вiдбору членiв у вибiркову сукупнiсть. Наприклад,
якщо у вибiрку, яка утворена з метою прогнозування врожайностi,
будуть включенi лише найбiльш врожайнi дiлянки.

Якщо вимога випадковостi при вiдборi членiв у вибiркову суку-
пнiсть була виконана, то вибiрковi та генеральнi характеристики, як
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правило, не збiгаються. Рiзниця мiж ними i буде випадковою похиб-
кою репрезентативностi. Вона виникає тiльки тому, що дослiджує-
ться не вся сукупнiсть, а тiльки її частина.

Похибкою реєстрацiї називають рiзницю мiж дiйсним значенням
ознаки у члена сукупностi та значенням, яке зареєстроване при спо-
стереженi.

Похибки реєстрацiї також бувають систематичними i випадкови-
ми. Систематичнi похибки реєстрацiї виникають при навмисному або
ненавмисному спотворенi у один i той же бiк (завищення або зани-
ження) значень ознаки у членiв сукупностi.

Випадковi похибки реєстрацiї не мають певної спрямованостi та
виникають пiд дiєю випадкових факторiв (похибки при заповненi блан-
кiв, нечiтка вiдповiдь на нечiтке запитання, помилка у вiдповiдi та
iншi).

Похибки реєстрацiї можуть виникати як при вибiрковому, так i
при суцiльному дослiдженi. Похибки репрезентативностi характернi
лише для вибiркового спостереження.

Питання для самоконтролю
1. Якi статистичнi оцiнки називають незмiщеними, змiщеними, ефе-

ктивними i слушними?
2. Дайте визначення генеральних середнього i дисперсiї.
3. Запишiть формули для визначення вибiркових середньої i дис-

персiї.
4. Яку дисперсiю називають виправленою?
5. Яку величину називають початковим емпiричним моментом?
6. Що таке центральний емпiричний момент?
7. Якi похибки називають похибками репрезентативностi?
8. Що являють собою похибки реєстрацiї?

2.3. Методи знаходження статистичних
оцiнок

Статистичнi оцiнки параметрiв теоретичного розподiлу є випад-
ковими величинами, оскiльки їх отримують на основi випадкової ви-
бiрки. Для багатьох задач математичної статистики потрiбно розгля-
дати закони розподiлу статистичних оцiнок або їх комбiнацiй. При
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цьомушироко використовують наступнi закони розподiлу: хi-квадрат
(χ2), Фiшера–Снедокера, Стьюдента.

У вирази вказаних законiв входять величини, якi називають сту-
пенями вiльностi. Це поняття тiсно пов’язане з поняттям ступенiв
вiльностi тiла, яке використовується в механiцi. Так, якщо у просторi
рухається абсолютно тверде тiло, то його рух характеризується шi-
стьма ступенями вiльностi, три з яких визначають положення центру
мас тiла (три координати) та три— визначають повороти тiла вiдно-
сно центру мас.

Будь-яка композицiя 𝑘 незалежних випадкових величин 𝑋1, 𝑋2,

. . . , 𝑋𝑘, зокрема їх сума, має 𝑘 ступенiв вiльностi, так як кожна скла-
дова може змiнювати своє значення незалежно вiд iнших значень.
Рiзнi незалежнi вимiрювання однiєї i тiєї ж величини можна розгля-
дати як рiзнi випадковi величини з кiлькiстю ступенiв вiльностi, яка
дорiвнює кiлькостi вимiрювань. Так, наприклад, послiдовнiсть вимi-
рювань 𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑘 та їх сума, а також сума їх квадратiв, має 𝑘

ступенiв вiльностi.
Якщо для системи випадкових величин заданий деякий зв’язок,

то кiлькiсть ступенiв вiльностi зменшується. Зокрема, якщо знайти
вибiркове середнє

𝑥̄в =
𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑘

𝑘
та зафiксувати це значення для вiдповiдних 𝑘 випадкових величин
𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑘, тобто вважати вiрним вираз

𝑥̄в =
𝑋1 +𝑋2 + . . .+𝑋𝑘

𝑘

для усiх значень цих величин, то одну з них завжди можна вирази-
ти через iншi. Це означає, що вона виявилась зв’язаною та система
випадкових величин втратила один ступiнь вiльностi.

Отже, якщо розглядати випадкову величину вибiркової середньої
як суму незалежних випадкових вимiрювань, то кiлькiсть її ступенiв
вiльностi дорiвнює кiлькостi цих вимiрювань. Якщо ж розглядати ви-
бiркову дисперсiю як випадкову величину

𝐷̄в =
(𝑋1 − 𝑥̄в)2 + (𝑋2 − 𝑥̄в)2 + . . .+ (𝑋𝑘 − 𝑥̄в)2

𝑘
,

то вона буде мати вже на один ступiнь вiльностi менше, так як 𝑥̄в тут
фiксоване i зв’язує випадковi величини 𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑘.
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Якщо при фiксацiї вибiркового середнього i вибiркової дисперсiї
(𝑥̄в, 𝑑в) розглядати випадкову величину, яка залежить вiд 𝑘 незале-
жних випадкових величин та вiд 𝑥̄в i 𝑑в, то кiлькiсть її ступенiв вiль-
ностi буде меншою ще на одиницю.

Розглянемо деякi види розподiлiв. Нехай 𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛 —незале-
жнi нормально розподiленi випадковi величини з нульовим матема-
тичним сподiванням та середнiм квадратичним вiдхиленням, яке до-
рiвнює одиницi.

Розподiл хi-квадрат. Закон розподiлу суми квадратiв випадко-
вих величин

χ2 = 𝑋2
1 +𝑋2

2 + . . .+𝑋2
𝑛

називають законом хi-квадрат з 𝑛 ступенем вiльностi.
Щiльнiсть розподiлу випадкової величини χ2 має вигляд

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, якщо 𝑥 < 0;
𝑒−

𝑥
2𝑥

𝑛
2−1

2
𝑛
2Γ
(︀
𝑛
2

)︀ , якщо 𝑥 ⩾ 0,

де Γ
(︀
𝑛
2

)︀— гама-функцiя, для якої виконується рiвнiсть
Γ(𝑛+ 1) = 𝑛!.

Для випадкової величини χ щiльнiсть розподiлу має вигляд

𝑓(χ) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, якщо χ < 0;

𝑒−
χ
2χ

𝑛
2

2
𝑛−3
2 Γ
(︀
𝑛−1
2

)︀ , якщо χ ⩾ 0.

Розподiл Стьюдента. Випадкова величина

𝑇 =
𝑋0√︃
𝑛∑︀

𝑖=1

𝑋2
𝑖

𝑛

має розподiл Стьюдента (𝑇 -розподiл) з 𝑛 ступенями вiльностi.
У практичних задачах також використовують випадкову величи-

ну
𝑇 =

𝑋0 − 𝑥̄в√︃
𝑛∑︀

𝑖=1

(𝑋𝑖 − 𝑥̄в)2

𝑛

,
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яка має розподiл Стьюдента з 𝑛− 1 ступеню вiльностi.
Щiльнiсть ймовiрностi випадкової величини 𝑇 має вигляд

𝑓(𝑥) = 𝑏𝑛

(︁
1 +

𝑥2

𝑛

)︁𝑛+1
2 ,

де 𝑏𝑛 =
Γ
(︀
𝑛+1
𝑛

)︀
Γ
(︀
𝑛
2

)︀√
π𝑛

.

Розподiл Фiшера–Снедекора. Випадкова величина

𝐹𝑛𝑚 =

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑋2
𝑖

𝑛
𝑚∑︀
𝑗=1

𝑌 2
𝑗

𝑚

має розподiл Фiшера–Снедекора з 𝑛 та 𝑚 ступенями вiльностi.
Щiльнiсть розподiлу випадкової величини 𝐹𝑛𝑚 має вигляд

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, якщо 𝑥 ⩽ 0;

𝐶0
𝑥

𝑛−2
2

(𝑚+ 𝑛𝑥)
𝑛+𝑚

2

, якщо 𝑥 > 0,

де 𝐶0 =
Γ
(︀
𝑛+𝑚
2

)︀
𝑛

𝑛
2𝑚

𝑚
2

Γ
(︀
𝑛
2

)︀
Γ
(︀
𝑚
2

)︀ .

Якщо випадковi величини 𝑋 та 𝑌 зв’язанi, наприклад, за допомо-
гою вибiркових середнiх, то випадкова величина

𝐹𝑘𝑙 =

1

𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

(𝑋𝑖 − 𝑥̄в)2

1

𝑚

𝑚∑︀
𝑗=1

(𝑌𝑗 − 𝑦в)2

має розподiл Фiшера–Снедекора з ступенями вiльностi 𝑘 = 𝑛 − 1 та
𝑙 = 𝑚− 1.

Точковою називають оцiнку, яка характеризується одним числом.
Розглянутi вище оцiнки (𝑥̄в, 𝑑в) є точковими.

При вибiрцi малого об’єму точкова оцiнка може суттєво вiдрiзня-
тись вiд параметра, який оцiнюється. У цьому випадку доцiльно ви-
користати iнтервальнi оцiнки.
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Iнтервальною називають оцiнку, яка визначається двома числа-
ми— кiнцями iнтервалу.

Нехай знайдена за даними вибiрки величина θ* є оцiнкою невi-
домого параметру θ. Оцiнка θ* тим точнiше визначає θ, чим менше
рiзниця |θ−θ*|, тобто чим менше величина δ у нерiвностi |θ−θ*| < δ

(δ > 0).
Так як θ* —випадкова величина, то i рiзниця |θ−θ*|—випадкова

величина. Тому нерiвнiсть |θ − θ*| < δ при заданiй величинi δ може
виконуватись тiльки з деякою ймовiрнiстю.

Довiрчою ймовiрнiстю (надiйнiстю) оцiнки θ* параметра θ нази-
вають ймовiрнiсть γ, з якою оцiнюється нерiвнiсть |θ− θ*| < δ.

Довiрча ймовiрнiсть γ та рiвень значущостi α доповнюють одне
одного до одиницi та визначають надiйнiсть статистичного твердже-
ння.

Зазвичай задається надiйнiсть γ та визначається δ. Як правило,
ймовiрнiсть γ задається значеннями вiд 0,95 i вище. Нерiвнiсть |θ −
θ*| < δ можна записати у виглядi

−δ < θ− θ* < δ або θ* − δ < θ < θ* + δ.
Довiрчим iнтервалом називають iнтервал (θ*− δ, θ*+ δ), який по-

криває невiдомий параметр θ iз заданою точнiстю.
Розглянемо методи знаходження статистичних оцiнок.
Метод моментiв точкової оцiнки параметрiв розподiлу полягає

у прирiвнюваннi теоретичних моментiв та вiдповiдних емпiричних
моментiв того самого порядку.

Нехай вiдомий вид функцiї щiльностi розподiлу ймовiрностей ви-
падкової величини, яка залежить вiд одного невiдомого параметру
θ.

Наприклад, 𝑓(𝑥, λ) = λ𝑒−λ𝑥 —експоненцiальний розподiл (𝑥 ⩾ 0).
Необхiдно знайти точкову оцiнку параметра θ. У випадку експонен-
цiального розподiлу θ = λ.

Для отримання оцiнки одного параметра можна використати одне
рiвняння з одним невiдомим. У методi моментiв в якостi такого рiв-
няння пропонується рiвнiсть

ν1 = 𝑀1,
де ν1 —початковий теоретичний момент першого порядку;𝑀1 —по-
чатковий емпiричний момент першого порядку.
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Теоретичний момент першого порядку являє собою математичне
сподiвання, а емпiричний момент першого порядку— це вибiркове
середнє. Отже,

𝑀𝑥 = 𝑥̄в. (2.3.1)
Математичне сподiвання можна розглядати як функцiю параме-

тра θ:

𝑀𝑥 =

+∞∫︁
−∞

𝑥𝑓(𝑥, θ) d𝑥 = φ(θ).

З рiвняння (2.3.1) можна отримати не сам параметр θ, а тiльки
його оцiнку, так як 𝑥̄в є реалiзацiєю випадкової величини 𝑋̄в. Тодi
отримуємо рiвнiсть

φ(θ*) = 𝑥̄в.
Розв’язавши це рiвняння, знайдемо оцiнку θ*, яка є функцiєю вiд

вибiркової середньої. Так, для експоненцiального розподiлу

𝑀𝑥 =

+∞∫︁
0

𝑥λ𝑒−λ𝑥 d𝑥 =
1

λ
.

Звiдки 1

λ*
= 𝑥̄в, λ* =

1

𝑥̄в
.

Якщо щiльнiсть розподiлу ймовiрностей залежить вiд двох пара-
метрiв, то θ потрiбно розглядати як двовимiрний вектор. Для оцiнки
цих параметрiв необхiдно скласти не одне, а два рiвняння. Такими
рiвняннями можуть бути наступнi рiвностi:

𝑀𝑥 = 𝑥̄в, 𝐷𝑥 = 𝑑в або, якщо бiльш точнiше, 𝐷𝑥 = 𝑠2.
Оцiнки методу моментiв зазвичай є слушними, але за ефективнi-

стю вони не є найкращими. Не зважаючи на це, метод моментiв ча-
сто використовують на практицi, так як вiн приводить до порiвняно
нескладних обчислень.

Iдея методу найбiльшої правдоподiбностi полягає в тому, що за
оцiнку θ* беруть таке значення параметру θ, для якого ймовiрнiсть
отримання вже наявної вибiрки максимальна.

Нехай 𝑋 —дискретна випадкова величина, яка у вибiрцi об’ємом
𝑛 набула значення 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛. Припустимо, що вiдомий вид закону
розподiлу ймовiрностей, але невiдомий параметр θ.
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Позначимо через 𝑝(𝑥𝑖, θ) ймовiрнiсть того, що величина𝑋 матиме
значення 𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛).

Функцiєю правдоподiбностi дискретної випадкової величини на-
зивають функцiю аргументу θ

𝐿(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, θ) = 𝑝(𝑥1, θ)𝑝(𝑥2, θ) · . . . · 𝑝(𝑥𝑛, θ). (2.3.2)
Точковою оцiнкою параметра θ вважається таке значення θ*, при

якому функцiя 𝐿 приймає найбiльше значення. Цю оцiнку називають
оцiнкою найбiльшої правдоподiбностi.

Так як функцiї 𝐿 та ln𝐿 зазвичай мають найбiльшi значення при
одному й тому ж θ, то оцiнку θ* визначають на основi максимiзацiї
функцiї ln𝐿. Для цього функцiю дослiджують на максимум за допо-
могою необхiдної умови екстремуму.

Цей метод є ефективним у випадку малих вибiрок, оскiльки вима-
гає доволi складних обчислень.
Приклад 2.4. Знайти методом найбiльшої правдоподiбностi оцiнку
параметра λ у розподiлi Пуассона

𝑃𝑛(𝑚) =
λ𝑚

𝑚!
𝑒−λ

за результатами проведених дослiджень.
Розв’язання. Будемо називати дослiдом групу з 𝑛 випробувань. У

кожному дослiдi фiксується кiлькiсть появ подiї, яка розглядається.
Нехай таких дослiдiв буде 𝑘. Тодi кiлькiсть появ подiї у 𝑖-му дослiдi
буде 𝑚𝑖. Пiдставимо значення 𝑚𝑖 у формулу Пуассона:

𝑃𝑛(𝑚𝑖) =
λ𝑚𝑖

𝑚𝑖!
𝑒−λ.

Цi ймовiрностi для всiх 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘 пiдставимо у функцiю прав-
доподiбностi

𝐿 = 𝑝𝑛(𝑚1, λ)𝑝𝑛(𝑚2, λ) · . . . · 𝑝𝑛(𝑚𝑘, λ) =

=
λ𝑚1

𝑚1!
𝑒−λλ

𝑚2

𝑚2!
𝑒−λ · . . . · λ

𝑚𝑘

𝑚𝑘!
𝑒−λ =

λ

𝑘∑︀
𝑖=1

𝑚𝑖

𝑚1!𝑚2! · . . . ·𝑚𝑘!
𝑒−𝑘λ.

Знайдемо логарифм цiєї функцiї

ln𝐿 =

(︂ 𝑘∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖

)︂
lnλ− 𝑘λ− ln(𝑚1!𝑚2! · . . . ·𝑚𝑘!).
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Вiзьмемо першу похiдну за λ та прирiвняємо її до нуля:

dln𝐿

dλ
=

𝑘∑︀
𝑖=1

𝑚𝑖

λ
− 𝑘 = 0.

Звiдки

λ* =
1

𝑘

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖 = 𝑚̄в.

Якщо взяти другу похiдну

d2 ln𝐿

dλ2
= −

𝑘∑︀
𝑖=1

𝑚𝑖

λ2
,

то видно, що вона вiд’ємна. Це означає, що отримане значення λ* є
точкою максимуму.

Нехай випадкова величина 𝑋 має нормальний розподiл та вiдо-
ме її середнє квадратичне вiдхилення σ𝑥. З урахуванням отриманого
значення вибiркового середнього 𝑥̄в, потрiбно знайти довiрчий iнтер-
вал, який покриває математичне сподiвання 𝑀𝑥 з надiйнiстю γ.

Як вже вiдмiчалось, вибiркове середнє є випадковою величиною,
тому його можна позначити 𝑋̄в.

Математичне сподiвання вибiркового середнього дорiвнює 𝑀𝑥:

𝑀(𝑋̄в) = 𝑀𝑥.

Середнє квадратичне вiдхиляння вибiркової середньої

σ(𝑋̄в) =
σ𝑥√
𝑛
.

Будемо вважати,що ймовiрнiсть попадання вибiркового середньо-
го у деякий поки ще не вiдомий δ-окiл математичного сподiвання за-
дана i дорiвнює γ:

𝑃
(︀
|𝑋̄в −𝑀𝑥| < δ

)︀
= γ.

Як вiдомо (див. формулу (1.5.15) i приклад 1.45), для нормально-
го розподiлу випадкової величини 𝑋

𝑃
(︀
|𝑋̄ −𝑀𝑥| < δ

)︀
= 2Φ

(︂
δ

σ𝑥

)︂
, (2.3.3)
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де Φ

(︂
δ

σ𝑥

)︂
—функцiя Лапласа в точцi δ

σ𝑥
.

Якщо врахувати те, що вибiркове середнє, як середнє арифмети-
чне нормально розподiлених випадкових величин𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛, має
нормальний розподiл, то можна скористатись формулою (2.3.3). Але
замiсть σ𝑥 потрiбно взяти середнє квадратичне вiдхилення вибiрко-
вого середнього

σ(𝑋̄в) =
σ𝑥√
𝑛
.

Отже, для 𝑋̄в отримуємо

𝑃
(︀
|𝑋̄в −𝑀𝑥| < δ

)︀
= 2Φ

(︂
δ
√
𝑛

σ𝑥

)︂
= 2Φ(𝑧), (2.3.4)

де 𝑧 =
δ
√
𝑛

σ𝑥
.

Тодi δ =
𝑧σ𝑥√
𝑛
.

Пiдставимо вираз для δ у лiву частину рiвностi (2.3.4):

𝑃

(︂
|𝑋̄в −𝑀𝑥| < 𝑧

σ𝑥√
𝑛

)︂
= 2Φ(𝑧)

або
𝑃

(︂
𝑋̄в − 𝑧

σ𝑥√
𝑛
< 𝑀𝑥 < 𝑋̄в + 𝑧

σ𝑥√
𝑛

)︂
= γ.

Довiрчий iнтервал
(︂
𝑋̄в − 𝑧

σ𝑥√
𝑛

< 𝑀𝑥 < 𝑋̄в + 𝑧
σ𝑥√
𝑛

)︂
покриває не-

вiдоме 𝑀𝑥 з надiйнiстю γ. Число 𝑧 визначаємо з виразу 2Φ(𝑧) = γ,
тобто

Φ(𝑧) =
γ

2
.

За таблицею функцiї Лапласа знаходимо 𝑧, яке вiдповiдає значен-
ню Φ(𝑧) =

γ

2
.

Приклад 2.5. Випадкова величина 𝑋 має нормальний розподiл з вi-
домим середнiм квадратичним вiдхиленням σ𝑥 = 3. Знайти довiрчий
iнтервал для оцiнки невiдомого математичного сподiвання по вибiр-
ковому середньому 𝑥̄в, якщо об’єм вибiрки 𝑛 = 36, а надiйнiсть оцiнки
γ = 0,95.

Розв’язання. Спочатку знаходимо 𝑧:

2Φ(𝑧) = 0,95,Φ(𝑧) = 0,475,
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за таблицею функцiї Лапласа (див. Додаток Б) 𝑧 = 1,96. Потiм ви-
значаємо δ:

δ = 𝑧
σ𝑥√
𝑛
= 1,96

3√
36

= 0,98.

Довiрчий iнтервал запишемо у виглядi

(𝑥̄в − 0,98, 𝑥̄в + 0,98).

При рiзних значеннях 𝑥̄в границi довiрчого iнтервалу змiнюються.

Розглянемо наступну задачу статистичної оцiнки параметрiв ви-
падкової величини 𝑋, яка розподiлена за нормальним законом. По-
перше, оцiнимо невiдоме середнє квадратичне вiдхилення σ𝑥 за ви-
правленим вибiрковим середнiм квадратичним вiдхиленням 𝑠. По-
друге, знайдемо довiрчий iнтервал, в який попадає σ𝑥 iз заданою на-
дiйнiстю γ.

Будемо вважати, що ймовiрнiсть попадання випадкової оцiнки 𝑆

у δ-окiл середнього квадратичного вiдхилення σ𝑥 задана та дорiвнює
γ (0 < δ < σ𝑥):

𝑃
(︀
|𝑆 − σ𝑥| < δ

)︀
= γ

або
𝑃 (σ𝑥 − δ < 𝑆 < σ𝑥 + δ) = γ.

Запишемо нерiвнiсть

σ𝑥 − δ < 𝑆 < σ𝑥 + δ

у виглядi
σ𝑥

(︂
1− δ

σ𝑥

)︂
< 𝑆 < σ𝑥

(︂
1 +

δ

σ𝑥

)︂
,

потiм подiлимо на σ𝑥:

1− δ

σ𝑥
<

𝑆

σ𝑥
< 1 +

δ

σ𝑥
. (2.3.5)

Помножимо на √
𝑛− 1 та отримуємо(︂

1− δ

σ𝑥

)︂√
𝑛− 1 <

𝑆

σ𝑥

√
𝑛− 1 <

(︂
1 +

δ

σ𝑥

)︂√
𝑛− 1. (2.3.6)

Введемо замiну

𝑞 =
δ

σ𝑥
, χ =

𝑆

σ𝑥

√
𝑛− 1.
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Тодi нерiвнiсть (2.3.6) матиме вигляд

(1− 𝑞)
√
𝑛− 1 < χ < (1 + 𝑞)

√
𝑛− 1. (2.3.7)

Як видно з нерiвностi (2.3.7), випадкова величина χ має обмеже-
ння

χ1 = (1− 𝑞)
√
𝑛− 1, χ2 = (1 + 𝑞)

√
𝑛− 1.

Ймовiрнiсть попадання χ в iнтервал (χ1,χ2)можна виразити через
iнтеграл

𝑃 (χ1 < χ < χ2) =

χ2∫︁
χ1

𝑓(χ, 𝑛) dχ,

де 𝑓(χ, 𝑛)—щiльнiсть ймовiрностi випадкової величини χ.
Цей iнтеграл необхiдно прирiвняти до значення заданої надiйно-

стi:
(1+𝑞)

√
𝑛−1∫︁

(1−𝑞)
√
𝑛−1

𝑓(χ, 𝑛) dχ = γ.

Значення цього iнтеграла обчислюється для рiзних значень 𝑛, 𝑞,
γ (див. Додаток В).

Якщо задати значення 𝑛 i γ, то можна знайти 𝑞.
Нерiвнiсть (2.3.5)

1− 𝑞 <
𝑆

σ𝑥
< 1 + 𝑞

представимо так:
1

1− 𝑞
>

σ𝑥

𝑆
>

1

1 + 𝑞
або 𝑆

1− 𝑞
> σ𝑥 >

𝑆

1 + 𝑞
.

Запишемо цю нерiвнiсть у виглядi
𝑆

1 + 𝑞
< σ𝑥 <

𝑆

1− 𝑞
.

Шуканий iнтервал для оцiнки середнього квадратичного вiдхиле-
ння обчислюється, якщо замiсть випадкового значення 𝑆 пiдставити
знайдене за вибiркою 𝑠 (︂

𝑠

1 + 𝑞
;

𝑠

1− 𝑞

)︂
.
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Приклад 2.6. Нехай випадкова величина𝑋 має нормальний розподiл.
Проведена вибiрка, об’єм якої 𝑛 = 25, та знайдено виправлене вибiрко-
ве середнє квадратичне вiдхилення 𝑠 = 0,8. Знайти довiрчий iнтервал,
який покриває σ𝑥 з надiйнiстю γ = 0,95.

Розв’язання. За таблицею залежностi 𝑛, 𝑞 i γ (див. Додаток В) зна-
ходимо значення величини 𝑞 = 0,32. Пiсля цього визначаємо довiрчий
iнтервал (︂

0,8

1 + 0,32
;

0,8

1− 0,32

)︂
, тобто (0,6; 1,18).

Питання для самоконтролю
1. Що являють собою ступенi вiльностi випадкових величин?
2. Якi статистичнi оцiнки називають точковими?
3. Якi статистичнi оцiнки називають iнтервальними?
4. Що таке надiйнiсть статистичної оцiнки?
5. Який iнтервал називають довiрчим?
6. У чому полягає метод моментiв точкової оцiнки параметрiв роз-

подiлу?
7. Яка iдея методу найбiльшої правдоподiбностi?

2.4. Перевiрка статистичних гiпотез
У деяких випадках потрiбно знайти закон роздiлу генеральної су-

купностi, який невiдомий, але є пiдстави припустити, що вiн має пев-
ний вид (наприклад, експоненцiальний). Тодi висувають гiпотезу: ге-
неральна сукупнiсть розподiлена за експоненцiальним законом.

В iнших випадках закон розподiлу вiдомий, але невiдомi його па-
раметри. Якщо є пiдстави припустити, що невiдомий параметр θ до-
рiвнює певному значенню θ0, то висувається гiпотеза: θ = θ0.

Статистичною називають гiпотезу про вигляд невiдомого розпо-
дiлу або про параметри вiдомого розподiлу.

Поряд з даною гiпотезою розглядають i протилежну їй гiпотезу. У
випадку коли висунута гiпотеза вiдкидається, зазвичай приймається
протилежна їй гiпотеза.

Нульовою (основною) називають гiпотезу 𝐻0, яка висунута. Кон-
куруючою (альтернативною) називають гiпотезу𝐻1, яка суперечить
нульовiй.
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Наприклад, якщо нульова гiпотеза 𝐻0: 𝑀𝑥 = 8 (тобто математи-
чне сподiвання нормально розподiленої величини дорiвнює восьми,
тодi конкуруюча гiпотеза 𝐻1 може мати вигляд 𝐻1: 𝑀𝑥 ̸= 8.

Перевiрку вiрностi або невiрностi висунутої гiпотези проводять
статистичними методами. Пiсля такої перевiрки може бути прийняте
правильне або помилкове рiшення. Розрiзняють помилки двох родiв.

Помилка першого роду полягає в тому, що буде вiдхилена вiрна
гiпотеза. Так, в якiйсь незначнiй частинi випадкiв нульова гiпотеза𝐻0

може виявитися вiдхиленою, тодi як дiйсно в генеральнiй сукупностi
вона є справедливою. Ймовiрнiсть помилки першого роду називають
рiвнем значущостi i позначають α.

Помилка другого роду полягає в тому, що буде прийнята невiр-
на гiпотеза. В якiйсь невеликiй кiлькостi випадкiв нульова гiпотеза
𝐻0 приймається, тодi як в генеральнiй сукупностi вона помилкова, а
справедливою є конкуруюча гiпотеза 𝐻1. Ймовiрнiсть помилки дру-
гого роду позначають β, а ймовiрнiсть 1−β називають потужнiстю
критерiю.

Наприклад, основна гiпотеза полягає в тому,що пiдприємство отри-
мує прибуток. Якщо це вiрна гiпотеза, то помилка першого роду по-
лягає в тому, що дана гiпотеза не приймається. Якщо приймається
рiшення про те, що прибуток пiдприємство не отримує, то це помил-
ка другого роду.

Зазвичай помилка першого роду тягне за собою помилку друго-
го роду: якщо вiдкинута гiпотеза про те, що пiдприємство отримує
прибуток, то, зазвичай, приймається рiшення про те, що воно не має
прибутку.

Але на практицi можливi й iншi ситуацiї. У бiльшостi випадкiв
розглядаються гiпотези про закони розподiлу. Якщо вiдкидається вiр-
ний закон розподiлу, то робиться помилка першого роду. Але пiсля
цього може бути прийнято рiшення уточнити данi, тобто конкурую-
ча гiпотеза не приймається. Якщо ж приймається iнший розподiл, то
вiдбувається помилка другого роду.

При перевiрцi нульової гiпотези вводять спецiально пiдiбрану ви-
падкову величину, розподiл якої вiдомий. Її позначають𝑈 або𝑍, якщо
вона розподiлена нормально, 𝐹 або ν2 —за законом Фiшера–Снеде-
кора, 𝑇 —за законом Стьюдента, χ2)— за законом хi-квадрат. Для
узагальнення її можна позначити 𝐾.
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Випадкову величину 𝐾, яка використовується для перевiрки ну-
льової гiпотези називають статистичним критерiєм. Наприклад, якщо
перевiряють гiпотезу про рiвнiсть двох дисперсiй нормальних гене-
ральних сукупностей, то в якостi статистичного критерiю𝐾 прийма-
ють вiдношення виправлених вибiркових дисперсiй

𝐹 =
𝑆2
1

𝑆2
2

.

Ця величина випадкова, так як у рiзних вибiрках дисперсiї при-
ймають рiзнi (випадковi) значення. Вiдомо також, що таке вiдноше-
ння розподiлено за законом Фiшера–Снедекора.

Для перевiрки гiпотези спочатку за даними вибiрок обчислюють
значення величин, якi входять до статистичного критерiю, а потiм i
сам критерiй. Обчислене за вибiрками значення статистичного кри-
терiю називають спостережуваним значенням критерiю 𝑘спост.

Множину можливих значень статистичного критерiю розбивають
на двi областi: в однiй знаходяться тi значення, при яких гiпотеза
приймається, в iншiй— тi, при яких вона вiдкидається.

Областю прийняття гiпотези називають сукупнiсть значень ста-
тистичного критерiю, при яких нульова гiпотеза приймається.

Критичною областю називають сукупнiсть значень статистично-
го критерiю, при яких нульова гiпотеза вiдкидається.

Критичними точками (границями) 𝑘кр називають точки, якi вiд-
окремлюють область прийняття гiпотези вiд критичної областi.

Розрiзняють односторонню (правосторонню або лiвосторонню) та
двосторонню критичнi областi.

Якщо конкуруюча гiпотеза— правостороння, наприклад,𝐻1 : 𝑀𝑥 >

𝑥̄в, то й критична область— правостороння. При правостороннiй кон-
куруючiй гiпотезi критична точка набуває додатних значень (𝑘кр > 0).

Якщо конкуруюча гiпотеза— лiвостороння, наприклад,𝐻1 : 𝑀𝑥 <

𝑥̄в, то й критична область— лiвостороння. При лiвостороннiй конку-
руючiй гiпотезi критична точка набуває вiд’ємних значень (𝑘кр < 0).

Якщо конкуруюча гiпотеза— двостороння, наприклад, 𝐻1 : 𝑀𝑥 ̸=
𝑥̄в, то й критична область— двостороння. При двостороннiй конку-
руючiй гiпотезi визначаються двi критичнi точки (𝑘кр1 < 0, 𝑘кр2 > 0).

Для вiдшукання критичної областi необхiдно знайти критичнi то-
чки з вiдповiдних умов:
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𝑃 (𝐾 > 𝑘кр) = α (для правосторонньої областi);
𝑃 (𝐾 < 𝑘кр) = α (для лiвосторонньої областi);
𝑃 (𝐾 < 𝑘кр) + 𝑃 (𝐾 > 𝑘кр) = α (для двосторонньої областi).
Як правило, для двосторонньої критичної областi обирають симе-

тричнi вiдносно нуля точки. Тодi умову для двосторонньої критичної
областi можна записати у виглядi

𝑃 (𝐾 > 𝑘кр) =
α

2
.

Можна прийняти рiшення щодо нульової гiпотези 𝐻0 шляхом по-
рiвняння спостережуваного 𝑘спост та критичного значення критерiю
𝑘кр.

При правостороннiй конкуруючiй гiпотезi: якщо 𝑘спост > 𝑘кр, то
нульову гiпотезу 𝐻0 вiдхиляють на користь конкуруючої 𝐻1.

При лiвостороннiй конкуруючiй гiпотезi: якщо 𝑘спост < −𝑘кр, то
нульову гiпотезу 𝐻0 вiдхиляють на користь конкуруючої 𝐻1.

При двостороннiй конкуруючiй гiпотезi: якщо 𝑘спост > 𝑘кр або
𝑘спост < −𝑘кр, то нульову гiпотезу 𝐻0 вiдхиляють на користь конкуру-
ючої 𝐻1.

Для кожного критерiю, тобто вiдповiдного розподiлу, складенi таб-
лицi, за якими знаходять 𝑘кр (див. Додатки Г, Д, Е).

На практицi часто потрiбно порiвняти дисперсiї генеральних су-
купностей.

Нехай є двi нормально розподiленi сукупностi 𝑋 i 𝑌 . З цих гене-
ральних сукупностей беруть вибiрки об’ємами 𝑛1 i 𝑛2 та знаходять
виправленi вибiрковi дисперсiї 𝑠2𝑥 i 𝑠2𝑦.

Задамо рiвень значущостi α. За даними значень 𝑠2𝑥, 𝑠2𝑦 i α перевi-
римо нульову гiпотезу, яка полягає у тому, що генеральнi дисперсiї
рiвнi:

𝐻0 : 𝐷(𝑋) = 𝐷(𝑌 ).
Виправленi дисперсiї є незмiщеними оцiнками генеральних дис-

персiй, тобто
𝑀(𝑆2

𝑥) = 𝐷(𝑋), 𝑀(𝑆2
𝑦) = 𝐷(𝑌 ).

Тому нульова гiпотеза має вигляд:
𝐻0 : 𝑀(𝑆2

𝑥) = 𝑀(𝑆2
𝑦).

Отже, необхiдно перевiрити рiвнiсть математичних сподiвань ви-
правлених вибiркових дисперсiй.

Припустимо, що сукупнiсть 𝑋 має бiльшу виправлену вибiркову
дисперсiю, а сукупнiсть 𝑌 —меншу. В якостi критерiю перевiрки ну-
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льової гiпотези вiзьмемо вiдношення бiльшої виправленої дисперсiї
до меншої, тобто випадкову величину

𝐹 =
𝑆2
𝑥

𝑆2
𝑦

.

Величина 𝐹 має розподiл Фiшера–Снедекора з ступенями вiльно-
стi 𝑘1 = 𝑛1 − 1, 𝑘2 = 𝑛2 − 1.

В якостi конкуруючої гiпотези можна прийняти
𝐻1 : 𝐷(𝑋) > 𝐷(𝑌 ).
У цьому випадку критичну область знаходять з умови для право-

сторонньої областi:

𝑃
(︀
𝐹 > 𝑓кр(α, 𝑘1, 𝑘2)

)︀
= α.

Критичну точку знаходять за таблицею розподiлуФiшера–Снедекора
(див. Додаток Д).

Приклад 2.7. За двома незалежними вибiрками об’ємами 𝑛1 = 10 i
𝑛2 = 15 знайденi виправленi вибiрковi дисперсiї 𝑠2𝑥 = 12,5, 𝑠2𝑦 = 7,3. При
рiвнi значущостi α = 0,05 перевiрити нульову гiпотезу про рiвнiсть
дисперсiй генеральних сукупностей: 𝐻0 : 𝐷(𝑋) = 𝐷(𝑌 ).

Розв’язання. Знаходимо 𝑓спост:

𝑓спост =
12,5

7,3
= 1,71.

За таблицею Фiшера–Снедекора (див. Додаток Д) при α = 0,05,
𝑘1 = 10−1 = 9, 𝑘2 = 15−1 = 14 знаходимо 𝑓кр = 2,65. Так як 𝑓спост < 𝑓кр,
то немає пiдстав вiдкидати нульову гiпотезу.

Приклад 2.8. За двома незалежними вибiрками об’ємами 𝑛1 = 10 i
𝑛2 = 15, якi отриманi з нормальних сукупностей 𝑋 i 𝑌 , знайденi ви-
правленi вибiрковi дисперсiї 𝑠2𝑥 = 1,23, 𝑠2𝑦 = 0,41. При рiвнi значущостi
α = 0,1 перевiрити нульову гiпотезу про рiвнiсть генеральних диспер-
сiй при конкуруючiй гiпотезi:

𝐻1 : 𝐷(𝑋) ̸= 𝐷(𝑌 ).
Розв’язання. Знаходимо 𝑓спост:

𝑓спост =
1,23

0,41
= 3.
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Тут критична область двостороння, тому рiвень значущостi при-
ймаємо

α

2
= 0,05. За таблицею Фiшера–Снедекора при 𝑘1 = 10−1 = 9,

𝑘2 = 18− 1 = 17 знаходимо 𝑓кр = 2,5. Так як 𝑓спост > 𝑓кр, то нульову гi-
потезу вiдхиляємо. Якщо при цьому розглядається питання про вибiр
генеральної сукупностi, то перевагу має та, у якiй вибiркова дисперсiя
менша, тобто 𝑌 .

Однiєю з важливих задач математичної статистики є встановле-
ння теоретичного закону розподiлу випадкової величини за даними
вибiрки. Припущення про вид закону розподiлу може бути висунуте
виходячи з теоретичних передумов, досвiду аналогiчних попереднiх
дослiджень, на основi графiчного зображення емпiричного розподi-
лу.

Критерiєм узгодженостi називають критерiй перевiрки гiпотези
про вид закону невiдомого розподiлу.

Нехай для перевiрки певного розподiлу 𝑓(𝑥, θ) з невiдомими па-
раметрами θ = (θ1, θ2, . . . ,θ𝑘) є вибiрка, об’єм якої 𝑛.

Якщо розглядається неперервний розподiл, то iнтервал можли-
вих значень випадкової величини розбивається на 𝑚 неперетинних
iнтервалiв, в кожному з яких фiксується кiлькiсть попадань варiант
вибiрки 𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑚.

Якщо вiдомi границi кожного iнтервалу та прийнятий закон роз-
подiлу, то можна знайти ймовiрнiсть попадання 𝑝𝑖 випадкової вели-
чини у кожний iнтервал. Пiсля цього з формули

𝑝𝑖 =
𝑛*
𝑖

𝑛

знаходять теоретичну частоту появи подiї 𝑛*
𝑖 :

𝑛*
𝑖 = 𝑛𝑝𝑖.

В якостi критерiю вибирають критерiй Пiрсона, в якому мiрою
розбiжностi береться випадкова величина

χ2 =
𝑚∑︁
𝑖=1

(𝑛𝑖 − 𝑛*
𝑖 )

2

𝑛*
𝑖

. (2.4.1)

Ця випадкова величина при 𝑛 → ∞ прямує до закону розподiлу
χ2 з 𝑘 ступенями вiльностi.
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Кiлькiсть ступенiв вiльностi визначається за формулою

𝑘 = 𝑚− 1− 𝑟,

де𝑚—кiлькiсть iнтервалiв, 𝑟—кiлькiсть параметрiв розподiлу, який
пропонується в якостi теоретичного.

Для експоненцiального розподiлу 𝑘 = 𝑚 − 2, для нормального
𝑘 = 𝑚− 3.

Далi, за заданим рiвнем значущостi α та знайденою кiлькiстю сту-
пенiв вiльностi 𝑘 з таблиць розподiлу χ2 (див. Додаток Г) знаходять
критичне значення χ2

кр, для якого виконується умова

𝑃 (χ2 > χ2
кр(α, 𝑘)) = α.

Рiшення щодо значущостi допустимої гiпотези про розподiл ви-
падкової величини приймається пiсля порiвняння обчисленого за фор-
мулою (2.4.1) значення χ2

спост зi значенням χ2
кр.

Приклад 2.9. Перевiрити гiпотезу про нормальний розподiл генераль-
ної сукупностi за отриманими в результатi дослiдження даними
(табл. 2.1).

Табл. 2.1.
Номер
iнтер-
валу

Границi
iнтер-
валу

Частота Сере-
дина
интер-
валу

Квадрат Рiзницi Границi

𝑖 𝑥𝑖 𝑥𝑖+1 𝑛𝑖 𝑥*
𝑖 (𝑥*

𝑖 )
2 𝑥𝑖 − 𝑥̄*

в 𝑥𝑖+1 − 𝑥̄*
в 𝑧𝑖 𝑧𝑖+1

1 4 6 15 5 25 -8,63 -6,63 -1,84 -1,41
2 6 8 26 7 49 -6,63 -4,63 -1,41 -0,99
3 8 10 25 9 81 -4,63 -2,63 -0,99 -0,56
4 10 12 30 11 121 -2,63 -0,63 -0,56 -0,13
5 12 14 26 13 169 -0,63 1,37 -0,13 0,29
6 14 16 21 15 225 1,37 3,37 0,29 0,72
7 16 18 24 17 289 3,37 5,37 0,72 1,14
8 18 20 20 19 361 5,37 7,37 1,14 1,57
9 20 22 13 21 441 7,37 9,37 1,57 1,99

Сума 𝑛 = 200
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В таблицi вказанi границi часткових iнтервалiв i частоти попа-
дання варiант у кожний iнтервал 𝑛𝑖.

Розв’язання. Обчислюємо середнi значення iнтервалiв

𝑥*𝑖 =
𝑥𝑖+1 + 𝑥𝑖

2

та знаходимо вибiркове середнє

𝑥̄*в =
1

𝑛

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑛𝑖𝑥
*
𝑖 .

Пiсля пiдставлення вiдповiдних значень отримуємо

𝑥̄*в = 12,63.

Далi знаходимо (𝑥*в)
2:

(𝑥*в)
2 =

1

𝑛

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑛𝑖(𝑥
*
в)

2.

Пiдставивши данi, отримуємо

(𝑥*в)
2 = 181,56.

Для знаходження вибiркової дисперсiї скористаємось формулою

𝑑в = (𝑥*в)
2 − (𝑥̄*в)

2:

𝑑в = 181,56− 159,52 = 22,04.

Звiдки σв = 4,695.
Для того щоб за таблицями функцiї Лапласа обчислититеорети-

чнi ймовiрностi попадання випадкової величини в iнтервали (𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1),
необхiдно знайти значення

𝑧𝑖 =
𝑥𝑖 − 𝑥̄*в

σв
, 𝑧𝑖+1 =

𝑥𝑖+1 − 𝑥̄*в
σв

.

В табл. 2.1 записуємо спочатку рiзницi 𝑥𝑖 − 𝑥̄*в i 𝑥𝑖+1 − 𝑥̄*в, а потiм
𝑧𝑖 i 𝑧𝑖+1.

Пiсля цього складаємо ще одну таблицю розрахунку теоретичних
частот (табл. 2.2). У цiй таблицi Φ(𝑧𝑖)—значення функцiї Лапласа
для вiдповiдного значення 𝑧𝑖.
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Табл. 2.2.
𝑖 𝑧𝑖 𝑧𝑖+1 Φ(𝑧𝑖) Φ(𝑧𝑖+1) 𝑃𝑖 = Φ(𝑧𝑖+1)− Φ(𝑧𝑖) 𝑛*

𝑖 = 𝑛𝑃𝑖

1 -1,84 -1,41 -0,4671 -0,4207 0,0464 9,28
2 -1,41 -0,99 -0,4207 -03389 0,0818 16,36
3 -0,99 -0,56 -03389 -0,2123 0,1266 25,32
4 -0,56 -0,13 -0,2123 -0,0517 0,1606 32,12
5 -0,13 0,29 -0,0517 0,1141 0,1658 33,16
6 0,29 0,72 0,1141 0,2642 0,1501 30,02
7 0,72 1,14 0,2642 0,3729 0,1087 21,74
8 1,14 1,57 0,3729 0,4418 0,0689 13,78
9 1,57 1,99 0,4418 0,4767 0,0349 6,98

Тепер складаємо таблицю для визначення χ2
спост (табл. 2.3).

Табл. 2.3.
𝑖 𝑛𝑖 𝑛*

𝑖 𝑛𝑖 − 𝑛*
𝑖 (𝑛𝑖 − 𝑛*

𝑖 )
2 (𝑛𝑖 − 𝑛*

𝑖 )
2

𝑛*
𝑖

1 15 9,28 5,72 32,7 3,52
2 26 16,36 9,64 92,9 5,68
3 25 25,32 -0,32 0,1 0
4 30 32,12 -2,12 4,5 0,14
5 26 33,16 -7,16 52,3 1,58
6 21 30,02 -9,02 81,4 2,75
7 24 21,74 2,26 5,1 0,23
8 20 13,78 6,22 38,7 2,8
9 13 6,98 6,02 36,2 5,2

За формулою (2.4.1) знаходимо χ2
спост = 21,9.

Кiлькiсть ступенiв вiльностi 𝑘 = 9− 3 = 6. За рiвнем значущостi
α = 0,05 та 𝑘 = 6 з таблицi розподiлу χ2 (див. Додаток Г) знаходимо
χ2
кр = 12,6. Так як χ2

спост > χ2
кр, то нульова гiпотеза вiдкидається.

Отже, необхiдно або змiнити вид закону розподiлу, або повторити
дослiдження.
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Питання для самоконтролю
1. Яку гiпотезу називають статистичною?
2. Що таке основна та альтернативна гiпотези?
3. Що являють собою помилки першого роду?
4. У чому полягають помилки другого роду?
5. Що таке статистичний критерiй?
6. Яку величину називають спостережуваним значенням крите-

рiю?
7. Що таке область прийняття гiпотези?
8. Що називають критичною областю i критичними точками?
9. Якi є види критичних областей?

10. Умови знаходження критичних точок.
11. Правила прийняття рiшення щодо нульової гiпотези.
12. Алгоритм порiвняння дисперсiй генеральних сукупностей.
13. Що таке критерiй узгодженостi?
14. Алгоритм перевiрки гiпотези про теоретичний закон розподiлу

випадкової величини.

2.5. Кореляцiйно-регресiйний аналiз
Поняття регресiї i кореляцiї вже були введенi в параграфi 1.6. У

даному параграфi розглянемо кореляцiйно-регресiйний аналiз з ура-
хуванням того факту, що в математичнiй статистицi мають справу не
з числовими характеристиками законiв розподiлу, а з їх оцiнками.

В економiцi у бiльшостi випадкiв мiж змiнними величинами iсну-
ють залежностi, коли кожному значенню однiєї змiнної вiдповiдає
не якесь одне певне значення, а множина можливих значень iншої
змiнної. Таку залежнiсть називають статистичною. Статистичний
зв’язок мiж двома випадковими величинами полягає в тому, що ко-
жному значенню однiєї випадкової величини вiдповiдає певний умов-
ний розподiл iншої.

Частковим випадком статистичної залежностi є кореляцiйна за-
лежнiсть. Кореляцiйна залежнiсть мiж двома випадковими величи-
нами—це функцiональний зв’язок мiж значеннями однiєї з них та
умовним математичним сподiванням iншої.

В якостi оцiнки умовного математичного сподiвання приймають
умовне середнє. Умовним середнiм називають середнє арифметичне
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значень спостереження величини 𝑌 , якi вiдповiдають значенню 𝑋 =

𝑥.

Приклад 2.10. Знайти умовне середнє, якщо при 𝑥 = 2 величина 𝑌

прийняла значення 𝑦1 = 3, 𝑦2 = 7, 𝑦3 = 8.
Розв’язання.

𝑦𝑥 =
3 + 7 + 8

3
= 6.

Умовнi середнi 𝑦𝑥 або 𝑥̄𝑦 є функцiями вiдповiдно вiд 𝑥 та 𝑦:

𝑦𝑥 = 𝑔*(𝑥), (2.5.1)

𝑥̄𝑦 = ℎ*(𝑦). (2.5.2)
Рiвняння (2.5.1) називають вибiрковим рiвнянням регресiї 𝑌 на

𝑋, а рiвняння (2.5.2)— вибiрковим рiвнянням регресiї 𝑋 на 𝑌 .
Для заданого значення𝑋 = 𝑥 спостерiгається розсiювання 𝑌 нав-

коло середнього значення 𝑦𝑥. Мiрою цього розсiювання є умовна дис-
персiя 𝑌 при даному 𝑥, яку позначають σ2

𝑦/𝑥.
Основною задачею регресiйного аналiзу є встановлення форми та

вивчення закономiрностi мiж змiнними. Завданням кореляцiйного
аналiзу є виявлення зв’язку мiж випадковими величинами та оцiнка
його тiсноти.

Особливе практичне значення має лiнiйна регресiя. Слiд зазначи-
ти, що деякi нелiнiйнi зв’язки, якi використовуються в економiчних
дослiдженнях, можуть бути зведенi до лiнiйної залежностi шляхом
алгебраїчних перетворень та введення замiн змiнних (Додаток Є).

Нехай є двi випадковi величини 𝑋, 𝑌 для яких проводиться спо-
стереження. Пiсля проведення 𝑛 незалежних дослiдiв були отриманi
𝑛 пар незалежних чисел (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2), . . . , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛).

Будемо шукати лiнiйне вибiркове рiвняння регресiї 𝑌 на 𝑋 у ви-
глядi

𝑦𝑥 = 𝑘𝑥+ 𝑏. (2.5.3)
Так як за вибiрковими даними можна отримати лише оцiнки па-

раметрiв, то оцiнку коефiцiєнта 𝑘 позначимо α, а оцiнку 𝑏—через β,
тобто
90



𝑦𝑥 = α𝑥+ β. (2.5.4)
Параметри α i β знаходяться методом найменших квадратiв.
Позначимо через 𝑦𝑖 значення величини 𝑌 , яке вiдповiдає 𝑥𝑖, а че-

рез 𝑦𝑖 —значення 𝑦𝑥, яке можна отримати з виразу (2.5.4) при 𝑋 =

𝑥𝑖. Вiзьмемо рiзницю 𝑦𝑖 − 𝑦𝑖, пiднесемо її до квадрату та просумуємо.
Отримуємо функцiю вiд α i β:

𝑓(α,β) =
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝑦𝑖 − 𝑦𝑖)
2 =

𝑛∑︁
𝑖=1

(α𝑥+ β− 𝑦𝑖)
2.

Для знаходження параметрiв α i β скористаємось необхiдними
умовами екстремуму функцiї. Для цього вiзьмемо частиннi похiднi
вiд отриманої функцiї за α i β та прирiвняємо отриманi вирази до
нуля. Маємо систему з двох рiвнянь:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

2
𝑛∑︀

𝑖=1

(α𝑥+ β− 𝑦𝑖)𝑥𝑖 = 0;

2
𝑛∑︀

𝑖=1

(α𝑥+ β− 𝑦𝑖) = 0.

Пiсля елементарних перетворень ця система матиме вигляд⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(︂

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑥2𝑖

)︂
α+

(︂
𝑛∑︀

𝑖=1

𝑥𝑖

)︂
β =

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖;(︂
𝑛∑︀

𝑖=1

𝑥𝑖

)︂
α+ 𝑛β =

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑦𝑖.
(2.5.5)

Звiдси отримуємо

α =

𝑛
𝑛∑︀

𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖 −
𝑛∑︀

𝑖=1

𝑥𝑖
𝑛∑︀

𝑖=1

𝑦𝑖

𝑛
𝑛∑︀

𝑖=1

𝑥2𝑖 −
(︂

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑥𝑖

)︂2 , (2.5.6)

β =

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑥2𝑖
𝑛∑︀

𝑖=1

𝑦𝑖 −
𝑛∑︀

𝑖=1

𝑥𝑖
𝑛∑︀

𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛
𝑛∑︀

𝑖=1

𝑥2𝑖 −
(︂

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑥𝑖

)︂2 . (2.5.7)

Для оцiнки зв’язку мiж випадковими величинами зазвичай вико-
ристовують вибiрковий коефiцiєнт кореляцiї.
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Введемо до розгляду вибiрковий емпiричний кореляцiйний момент

µ*
𝑥𝑦 =

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑥̄)(𝑦𝑖 − 𝑦),

де 𝑥̄ та 𝑦—вибiрковi середнi.
Розкриємо дужки та врахуємо, що

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖 = 𝑛𝑥̄,
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑦𝑖 = 𝑛𝑦.

Тодi

µ*
𝑥𝑦 =

1

𝑛

(︂ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖 − 𝑥̄
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑦𝑖 − 𝑦
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖 + 𝑛𝑥̄𝑦

)︂
=

=
1

𝑛

(︂ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖 − 𝑥̄𝑛𝑦 − 𝑦𝑛𝑥̄+ 𝑛𝑥̄𝑦

)︂
=

1

𝑛

(︂ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖 − 𝑛𝑥̄𝑦

)︂
.

Та остаточно
µ*
𝑥𝑦 =

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖 − 𝑥̄𝑦. (2.5.8)

Вибiрковий коефiцiєнт кореляцiї є вiдношенням

𝑟в =
µ*
𝑥𝑦

σ𝑥вσ𝑦в
. (2.5.9)

Вибiрковий коефiцiєнт кореляцiї за абсолютною величиною не
перевищує одиницi |𝑟в| ⩽ 1.

Якщо 𝑟в = 0, то випадковi величини 𝑋 i 𝑌 не пов’язанi лiнiйною
кореляцiйною залежнiстю, але iнша залежнiсть при цьому можлива.

Якщо |𝑟в| = 1, то випадковi величини 𝑋 i 𝑌 строго пов’язанi лi-
нiйною кореляцiйною залежнiстю.

Залежнiсть тим ближче до лiнiйної, чим |𝑟в| ближчий до одиницi.

Приклад 2.11. У магазинi постiльної бiлизни протягом п’яти днiв
пiдрахували кiлькiсть покупок простирадл 𝑋 та подушок 𝑌 :

𝑥𝑖 10 20 25 28 30
𝑦𝑖 4 8 7 12 14
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В данiй таблицi значення 𝑋 розмiщенi у порядку зростання.
Знайти вибiркове рiвняння лiнiйної регресiї та вибiрковий коефiцi-

єнт кореляцiї.
Розв’язання. Складемо таблицю пiдрахункiв.

𝑖 𝑥𝑖 𝑦𝑖 𝑥2𝑖 𝑥𝑖𝑦𝑖 𝑦2𝑖

1 10 4 100 40 16
2 20 8 400 160 64
3 25 7 625 175 49
4 28 12 784 336 144
5 30 14 900 420 196

сума 113 45 2809 1131 469

Знаходимо α i β:

α =
5 · 1131− 113 · 45
5 · 2809− 1132

= 0,447,

β =
2809 · 45− 113 · 1131

5 · 2809− 1132
= −1,1.

Рiвняння регресiї запишемо у виглядi

𝑦𝑥 = 0,447𝑥− 1,1.

Обчислимо кореляцiйний момент:

µ*
𝑥𝑦 =

1131

5
− 113

5

45

5
= 22,8.

Знаходимо 𝑦2:

𝑦2 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑦2𝑖 =
469

5
= 93,8.

Визначимо вибiрковi дисперсiї величин 𝑋 i 𝑌 :

𝑑𝑥 = 𝑥2 − 𝑥̄2 =
2809

5
−
(︂
113

5

)︂2

= 51,

𝑑𝑦 = 𝑦2 − 𝑦2 =
469

5
−
(︂
45

5

)︂2

= 12,8.
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Звiдки σ𝑥в =
√
𝑑𝑥 = 7,14; σ𝑦в =

√︀
𝑑𝑦 = 3,58;

𝑟в =
22,8

7,14 · 3,58
= 0,89.

За значенням вибiркового коефiцiєнта кореляцiї можна зробити
висновок про те, що випадковi величини 𝑋 i 𝑌 досить тiсно зв’язанi
лiнiйною кореляцiйною залежнiстю.

При великiй кiлькостi дослiдiв одне й те ж значення 𝑥𝑖 може зу-
стрiчатись 𝑛𝑥𝑖 раз, а одне й те ж значення 𝑦𝑖 вiдповiдно 𝑛𝑦𝑖 раз. Одна
й та ж пара значень (𝑥𝑖, 𝑦𝑗) може спостерiгатись 𝑛𝑖𝑗 раз. Тому спосте-
режуванi значення можуть бути згрупованi. Для цього пiдраховують
частоти та всi результати заносять у таблицю, яку зазвичай назива-
ють кореляцiйною. Прикладом кореляцiйної таблицi є табл. 2.4.

Табл. 2.4.

𝑦𝑗
𝑥𝑖

𝑛𝑦𝑗10 20 30 40
4 5 – 7 14 26
6 – 6 6 4 16
8 3 15 – – 18
𝑛𝑥𝑖 8 21 13 18 60

На перетинi рядкiв та стовпцiв, тобто для пари значень (𝑥𝑖, 𝑦𝑗),
вказується частота 𝑛𝑖𝑗. Зрозумiло, що

𝑘1∑︁
𝑖=1

𝑛𝑥𝑖 =

𝑘2∑︁
𝑗=1

𝑛𝑦𝑗 = 𝑛,

де 𝑘1 —кiлькiсть значень 𝑥𝑖, 𝑘2 —кiлькiсть значень 𝑦𝑗.
Для згрупованих даних рiвняння лiнiйної регресiї частiше запису-

ється з використанням вибiркового коефiцiєнта кореляцiї, який мо-
же бути знайдений за формулою:

𝑟в =

𝑘1∑︀
𝑖=1

𝑘2∑︀
𝑗=1

𝑛𝑖𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗 − 𝑛𝑥̄𝑦

𝑛σ𝑥вσ𝑦в
. (2.5.10)
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Рiвняння лiнiйної регресiї можна записати у виглядi
𝑦𝑥 − 𝑦 = α(𝑥− 𝑥̄).

Параметр α можна виразити через вибiрковий коефiцiєнт коре-
ляцiї 𝑟в:

α =
σ𝑦в
σ𝑥в

𝑟в.
З урахуванням цього отримуємо рiвняння лiнiйної регресiї:

𝑦𝑥 − 𝑦 =
σ𝑦в
σ𝑥в

𝑟в(𝑥− 𝑥̄). (2.5.11)

Приклад 2.12. За данимитабл. 2.4 знайти рiвняння лiнiйної регресiї.
Розв’язання. Знайдемо величини, якi необхiднi для пiдставлення у

формули (2.5.10) i (2.5.11).

𝑥̄ =
10 · 8 + 20 · 21 + 30 · 13 + 40 · 18

60
= 26,8;

𝑦 =
4 · 26 + 6 · 16 + 8 · 18

60
= 5,7;

𝑥2 =
102 · 8 + 202 · 21 + 302 · 13 + 402 · 18

60
= 828,3;

𝑦2 =
42 · 26 + 62 · 16 + 82 · 18

60
= 35,7;

σ𝑥в =

√︁
𝑥2 − 𝑥̄2 =

√︀
828,3− 26,82 = 10,5;

σ𝑦в =

√︁
𝑦2 − 𝑦2 =

√︀
35,7− 5,72 = 1,8;

𝑘1∑︁
𝑖=1

𝑘2∑︁
𝑗=1

𝑛𝑖𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗 = (5 · 10 + 7 · 30 + 14 · 40) · 4+

+ (6 · 20 + 6 · 30 + 4 · 40) · 6 + (3 · 10 + 15 · 20) · 8 = 8 680.

Обчислимо вибiрковий коефiцiєнт кореляцiї 𝑟в:

𝑟в =
8680− 60 · 26,8 · 5,7

60 · 10,5 · 1,8
= −0,43.

Запишемо рiвняння лiнiйної регресiї:

𝑦𝑥 − 5,7 = −0,43 · 1,8

10,5
(𝑥− 26,8)

та остаточно
𝑦𝑥 = −0,074𝑥+ 7,7.
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Питання для самоконтролю

1. Що таке статистична залежнiсть?
2. Яку залежнiсть називають кореляцiйною?
3. Що таке умовне середнє?
4. Якi основнi задачi кореляцiйно-регресiйного аналiзу?
5. У чому полягає метод найменших квадратiв знаходження рiв-

няння лiнiйної регресiї?
6. Що таке вибiрковий коефiцiєнт кореляцiї?
7. Якi властивостi вибiркового коефiцiєнту кореляцiї?
8. Що таке кореляцiйна таблиця?
9. Як частiше записується рiвняння лiнiйної регресiї для згрупо-

ваних даних?

2.6. Дисперсiйний аналiз
В багатьох економiчних задачах необхiдно оцiнити ступiнь впли-

ву рiзних факторiв (незалежних змiнних) на дослiджувану величину
𝑋. Наприклад, рiзнi форми органiзацiї виробництва можуть суттєво
впливати на прибуток пiдприємства. Iншим прикладом може бути
задача оцiнки ефективностi рiзних видiв добрив.

Даний фактор Ф можна подiлити на ряд рiвнiв, в якостi яких мо-
жуть бути, наприклад, рiзнi форми органiзацiї виробництва або рiзнi
види добрив.

Суть методу полягає в тому, що дисперсiя величини 𝑋 подiляє-
ться на двi частини: одна частина— факторна дисперсiя, яка викли-
кана дiєю фактораФ, а друга— залишкова дисперсiя, яка обумовлена
випадковими причинами. Якщо з’ясовується, що факторна дисперсiя
невелика порiвняно iз залишковою, то фактор Ф не впливає суттєво
на величину 𝑋.

Якщо розглядається один фактор, то дисперсiйний аналiз назива-
ють однофакторним, якщо бiльше одного— багатофакторним.

Розглянемо схему однофакторного дисперсiйного аналiзу.
Нехай на дослiджувану величину𝑋 впливає факторФ, який має 𝑝

рiвнiв. На кожному рiвнi, тобто для одного з видiв фактору Ф прово-
дять вимiрювання величини 𝑋. Кiлькiсть таких вимiрювань для всiх
рiвнiв однакова та дорiвнює 𝑞.
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Складемо таблицю отриманих результатiв вимiрювань. У остан-
ньому рядку розмiщенi середнi значення вимiрювань для кожного
рiвня (груповi середнi).

Номер
вимiрю-
вання

Рiвнi фактора

Ф1 Ф2 . . . Ф𝑝

1 𝑥11 𝑥12 . . . 𝑥1𝑝

2 𝑥21 𝑥22 . . . 𝑥2𝑝
... ... ... ... ...
q 𝑥𝑞1 𝑥𝑞2 . . . 𝑥𝑞𝑝

Групова
середня 𝑥̄г1 𝑥̄г2 . . . 𝑥̄г𝑝

Загальне середнє є величиною, яка дорiвнює

𝑥̄ =
1

𝑝

𝑝∑︁
𝑗=1

𝑥̄г𝑗.

Загальною сумою квадратiв вiдхилень вимiряних значень 𝑥𝑖𝑗 вiд
загального середнього називають вираз

𝑟заг =
𝑝∑︁

𝑗=1

𝑞∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖𝑗 − 𝑥̄)2. (2.6.1)

Факторною сумою вiдхилень групових середнiх вiд загального се-
реднього називають вираз

𝑟факт = 𝑞

𝑝∑︁
𝑗=1

(𝑥̄г𝑗 − 𝑥̄)2. (2.6.2)

Залишковою сумою вiдхилень спостережуваних значень вiд групо-
вих середнiх є сума

𝑟зал =
𝑞∑︁

𝑖=1

(𝑥𝑖1 − 𝑥̄г1)2 +
𝑞∑︁

𝑖=1

(𝑥𝑖2 − 𝑥̄г2)2 + . . .+

𝑞∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖𝑝 − 𝑥̄г𝑝)2. (2.6.3)

Зазвичай залишкову суму знаходять як рiзницю

𝑟зал = 𝑟заг − 𝑟факт. (2.6.4)
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Пiсля пiдрахунку 𝑟заг, 𝑟факт та 𝑟зал можна знайти факторну i залиш-
кову дисперсiї.

Так як факторна дисперсiя залежить вiд 𝑝 складових i є змiщеною
оцiнкою, то формула для незмiщеної оцiнки факторної дисперсiї має
вигляд

𝑠2факт =
𝑟факт
𝑝− 1

. (2.6.5)

Залишкова дисперсiя залежить вiд 𝑥𝑖𝑗 (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞; 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑝),
тобто вiд 𝑝𝑞 складових. Отже, для незмiщеної залишкової дисперсiї
маємо вираз

𝑠2зал =
𝑟зал

𝑝(𝑞 − 1)
. (2.6.6)

В формулi (2.6.6) кiлькiсть ступенiв вiльностi порiвняно з 𝑝𝑞 змен-
шено на 𝑝, так як у кожнiй групi за рахунок групового середнього
кiлькiсть ступенiв вiльностi зменшується на одиницю.

Приклад 2.13. Проведенi вимiрювання для кожного з трьох рiвнiв де-
якого фактора Ф. В якостi рiвня значущостi приймається величина
α = 0,05. Перевiрити нульову гiпотезу про незначний вплив фактора
Ф.

Вихiднi данi розмiщенi у таблицi.

Номер
вимiрю-
вання

Рiвнi фактора

Ф1 Ф2 Ф3

1 38 20 21
2 36 24 22
3 35 26 31
4 31 30 34
𝑥̄г𝑗 35 25 27

Розв’язання. Знаходимо загальну середню

𝑥̄ =
35 + 25 + 27

3
= 29.

Обчислюємо рiзницi 𝑦𝑖𝑗 = 𝑥𝑖𝑗 − 𝑥̄ i квадрати цих рiзниць та розмi-
щуємо результати в таблицю:
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Номер
вимiрю-
вання

Рiвнi фактора

Ф1 Ф2 Ф3

𝑦11 𝑦211 𝑦12 𝑦212 𝑦13 𝑦213

1 9 81 -9 81 -8 64
2 7 49 -5 25 -7 49
3 6 36 -3 9 2 4
4 2 4 1 1 5 25

Сума – 170 – 116 – 142

Потiм знаходимо загальну i факторну суми:

𝑟зал =
𝑝∑︁

𝑗=1

𝑞∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖𝑗 − 𝑥̄)2 =
3∑︁

𝑗=1

4∑︁
𝑖=1

𝑦2𝑖𝑗 = 170 + 116 + 142 = 428,

𝑟факт = 4
3∑︁

𝑗=1

(𝑥̄г𝑗 − 𝑥̄)2 = 4
(︀
(35− 29)2 + (25− 29)2 + (27− 29)2

)︀
= 224.

Обчислюємо залишкову суму

𝑟зал = 𝑟заг − 𝑟факт = 428− 224 = 204.

Визначаємо факторну i залишкову дисперсiї:

𝑠2факт =
𝑟факт
𝑝− 1

=
224

2
= 112,

𝑠2зал =
𝑟зал

𝑝(𝑞 − 1)
=

204

3 · 3
= 22,67.

Для перевiрки нульової гiпотези скористаємось критерiємФiшера–
Снедекора, тобто випадковою функцiєю

𝐹 =
𝑆2
б

𝑆2м
,

яка дорiвнює вiдношенню вибiркових дисперсiй двох нормально розпо-
дiлених випадкових величин. У даному випадку припускаємо, що фа-
кторна i залишкова дисперсiї розподiленi нормально.
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Знаходимо спостережуване значення критерiю

𝑓спост =
𝑠2факт
𝑠2зал

=
112

22,67
= 4,96.

За таблицею розподiлу Фiшера–Снедекора для α = 0,05 та сту-
пенiв вiльностi 𝑘1 = 𝑝 − 1 = 2, 𝑘2 = 𝑝(𝑞 − 1) = 33̇ = 9 знаходимо
𝑓кр(0,05; 2; 9) = 4,26 (див. Додаток Д).

Так як 𝑓кр < 𝑓спост, то робимо висновок про те, що фактор суттєво
впливає та нульову гiпотезу вiдхиляємо.

У деяких випадках для розрахунку 𝑟заг i 𝑟факт зручнiше користува-
тись iншими спiввiдношеннями.

Перетворимо вираз для 𝑟заг:

𝑟заг =
𝑝∑︁

𝑗=1

𝑞∑︁
𝑖=1

(︀
𝑥2𝑖𝑗 − 2𝑥𝑖𝑗𝑥̄+ 𝑥̄2

)︀
=

𝑝∑︁
𝑗=1

𝑞∑︁
𝑖=1

𝑥2𝑖𝑗 − 2𝑥̄

𝑝∑︁
𝑗=1

𝑞∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑗 + 𝑝𝑞𝑥̄2 =

=

𝑝∑︁
𝑗=1

𝑞∑︁
𝑖=1

𝑥2𝑖𝑗 − 2𝑥̄𝑥̄𝑝𝑞 + 𝑝𝑞𝑥̄2,

звiдки

𝑟заг =
𝑝∑︁

𝑗=1

𝑞∑︁
𝑖=1

𝑥2𝑖𝑗 − 𝑝𝑞𝑥̄2. (2.6.7)

Перетворимо також вираз для 𝑟факт:

𝑟факт = 𝑞

𝑝∑︁
𝑗=1

(𝑥̄г𝑗 − 𝑥̄)2 = 𝑞

(︃
𝑝∑︁

𝑗=1

𝑥̄2г𝑗 − 2𝑥̄

𝑝∑︁
𝑗=1

𝑥̄г𝑗 + 𝑝𝑥̄2

)︃
,

звiдки

𝑟факт = 𝑞

(︃
𝑝∑︁

𝑗=1

𝑥̄2г𝑗 − 𝑝𝑥̄2

)︃
. (2.6.8)

Питання для самоконтролю
1. Що таке факторна i залишкова дисперсiї?
2. Який дисперсiйний аналiз називають однофакторним?
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3. Що називають загальною сумою квадратiв вiдхилень вимiря-
них значень?

4. Що таке факторна сума вiдхилень групових середнiх?
5. Що називають залишковою сумою вiдхилень спостережуваних

значень?
6. Як визначається факторна дисперсiя?
7. Як визначається залишкова дисперсiя?
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Додатки

Додаток А

Значення функцiї Гауса φ(𝑥) =
1√
2π

𝑒−𝑥2/2

𝑥 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 0,3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973
0,1 3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3918
0,2 3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 3825
0,3 3814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 3725 3712 3697
0,4 3683 3668 3653 3637 3621 3605 3589 3572 3555 3538
0,5 3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 3352
0,6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144
0,7 3123 3101 3079 3056 3034 3011 2989 2966 2943 2920
0,8 2897 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2685
0,9 2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444
1,0 2420 2396 2371 2347 2323 2299 2275 2251 2227 2203
1,1 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965
1,2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736
1,3 1714 1691 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518
1,4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315
1,5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127
1,6 1109 1093 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 0957
1,7 0940 0925 0909 0893 0878 0863 0848 0833 0818 0804
1,8 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 0669
1,9 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551
2,0 0540 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449
2,1 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 0363
2,2 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0290
2,3 0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229
2,4 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180
2,5 0175 0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139
2,6 0136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 0110 0107
2,7 0104 0101 0099 00096 0093 0091 0088 0086 0084 0081
2,8 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061
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𝑥 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2,9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046
3,0 0044 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034
3,1 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026 0025 0025
3,2 0024 0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 0018 0018
3,3 0017 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014 0013 0013
3,4 0012 0012 0012 0011 0011 0010 0010 0010 0009 0009
3,5 0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007 0007 0007 0006
3,6 0006 0006 0006 0005 0005 0005 0005 0005 0005 0004
3,7 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003
3,8 0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 0002
3,9 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0001 0001
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Додаток Б

Нормована функцiя Лапласа Φ(𝑧) =
1√
2π

𝑧∫︀
0

𝑒−𝑡2/2 d𝑡

𝑧 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 0,00000 00399 00798 01197 01595 01994 02392 02790 03188 03586
0,1 03983 04380 04776 05172 05567 05962 06356 06749 07142 07535
0,2 07926 08317 08706 09095 09483 09871 10257 10642 11026 11409
0,3 11791 12172 12552 12930 13307 13683 14058 14431 14803 15173
0,4 15542 15910 16276 16640 17003 17364 17724 18082 18439 18793
0,5 19146 19497 19847 20194 20540 20884 21226 21566 21904 22240
0,6 22575 22907 23237 23565 23891 24215 24537 24857 25175 25490
0,7 25804 26115 26424 26730 27035 27337 27637 27935 28230 28524
0,8 28814 29103 29389 29673 29955 30234 30511 30785 31057 31327
0,9 31594 31859 32121 32381 32639 32894 33147 33398 33646 33891
1,0 34134 34375 34614 34850 35083 35314 35543 35769 35993 36214
1,1 36433 36650 36864 37076 37286 37493 37698 38000 38100 38298
1,2 38493 38686 38877 39065 39251 39435 39617 39796 39973 40147
1,3 40320 40490 40658 40824 40988 41149 41308 41466 41621 41774
1,4 41924 42073 42220 42364 42507 42647 42786 42922 43056 43189
1,5 43319 43448 43574 43699 43822 43943 44062 44179 44295 44408
1,6 44520 44630 44738 44845 44950 45053 45154 45254 45352 45449
1,7 45543 45637 45728 45818 45907 45994 46080 46164 46246 46327
1,8 46407 46485 46562 46638 46712 46784 46856 46926 46995 47062
1,9 47128 47193 47257 47320 47381 47441 47500 47558 47615 47670
2,0 47725 47778 47831 47882 47932 47982 48030 48077 48124 48169
2,1 48214 48257 48300 48341 48382 48422 48461 48500 48537 48574
2,2 48610 48645 48679 48713 48745 48778 48809 48840 48870 48899
2,3 48928 48956 48983 49010 49036 49061 49086 49111 49134 49158
2,4 49180 49202 49224 49245 49266 49286 49305 49324 49343 49361
2,5 49379 49396 49413 49430 49446 49461 49477 49492 49506 49520
2,6 49634 49547 49560 49573 49585 49598 49609 49621 49632 49643
2,7 49653 49664 49674 49683 49693 49702 49711 49720 49728 49736
2,8 49744 49752 49760 49767 49774 49781 49788 49795 49801 49807
2,9 49813 49819 49825 49831 49836 49841 49846 49851 49856 49861
3,0 49865 49869 49874 49878 49882 49886 49889 49893 49896 49900
3,1 49903 49906 49910 49913 49916 49918 49921 49924 49926 49929
3,2 49931 49934 49936 49938 49940 49942 49944 49946 49948 49950
3,3 49952 49953 49955 49957 49958 49960 49961 49962 49964 49965
3,4 49966 49968 49969 49970 49971 49972 49973 49974 49975 49976
3,5 49977 49978 49978 49979 49980 49981 49981 49982 49983 49983
3,6 49984 49985 49985 49986 49986 49987 49987 49988 49988 49989
3,7 49989 49990 49990 49990 49991 49991 49992 49992 49992 49992
3,8 49993 49993 49993 49994 49994 49994 49994 49995 49995 49995
3,9 49995 49995 49996 49996 49996 49996 49996 49996 49997 49997
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Додаток В
Значення чисел 𝑞 в залежностi вiд об’єму вибiрки 𝑛

та надiйностi γ для визначення довiрчого iнтервалу
середнього квадратичного вiдхилення σ

𝑛 γ 𝑛 γ

0,95 0,99 0,999 0,95 0,99 0,999
7 0,92 – – 25 0,32 0,49 0,73
8 0,80 – – 30 0,28 0,43 0,63
9 0,71 – – 35 0,26 0,38 0,56
10 0,65 – – 40 0,24 0,35 0,50
11 0,59 0,98 – 45 0,22 0,32 0,46
12 0,55 0,90 – 50 0,21 0,30 0,43
13 0,52 0,83 – 60 0,188 0,269 0,38
14 0,48 0,78 – 70 0,174 0,245 0,34
15 0,46 0,73 – 80 0,161 0,226 0,31
16 0,44 0,70 – 90 0,151 0,211 0,29
17 0,42 0,66 – 100 0,143 0,198 0,27
18 0,39 0,60 0,92 150 0,115 0,160 0,211
19 0,39 0,60 0,92 200 0,099 0,136 0,185
20 0,37 0,58 0,88 250 0,089 0,120 0,162
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Додаток Г
Критичнi точки розподiлу χ2 (хi-квадрат)

Кiлькiсть
ступенiв
вiльностi

Рiвень значущостi α

0,01 0,05 0,1 0,90 0,95 0,99
1 6,6 3,8 2,71 0,02 0,004 0,0002
2 9,2 6,0 4,61 0,21 0,1 0,02
3 11,3 7,8 6,25 0,58 0,35 0,12
4 13,3 9,5 7,78 1,06 0,71 0,30
5 15,1 11,1 9,24 1,61 1,15 0,55
6 16,8 12,6 10,6 2,20 1,64 0,87
7 18,5 14,1 12,0 2,83 2,17 1,24
8 20,1 15,5 13,4 3,49 2,73 1,65
9 21,7 16,9 14,7 4,17 3,33 2,09
10 23,2 18,3 16,0 4,87 3,94 2,56
11 24,7 19,7 17,3 5,58 4,57 3,05
12 26,2 21,0 18,5 6,30 5,23 3,57
13 27,7 22,4 19,8 7,04 5,89 4,11
14 29,1 23,7 21,1 7,79 6,57 4,66
15 30,6 25,0 22,3 8,5 7,26 5,23
16 32,0 26,3 23,5 9,31 7,98 5,81
17 33,4 27,6 24,8 10,1 8,67 6,41
18 34,8 28,9 26,0 10,9 9,39 7,01
19 36,2 30,1 27,2 11,7 10,1 7,63
20 37,6 31,4 28,4 12,4 10,9 8,26
21 38,9 32,7 29,6 13,2 11,6 8,90
22 40,3 33,9 30,6 14,0 12,3 9,54
23 41,6 35,2 32,0 14,8 13,1 10,2
24 43,0 36,4 33,2 15,7 13,8 10,9
25 44,3 37,7 34,4 16,5 14,6 11,5
26 45,6 38,9 35,6 17,3 15,4 12,2
27 47,0 40,1 36,7 18,1 16,2 12,9
28 48,3 41,3 37,9 18,9 16,9 13,6
29 49,6 42,6 39,1 19,8 17,7 14,3
30 50,9 43,8 40,3 20,6 18,5 15,0
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Додаток Д
Значення чисел 𝑓кр, при яких з ймовiрнiстю не бiльше 5%

випадкова величина 𝐹 , що розподiлена за законом
Фiшера–Снедекора, перевищує величину 𝑓кр

𝑘2 𝑘1
1 2 3 4 5 6 8 9 12 ∞

1 161 200 216 225 239 234 239 240 244 254
2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,37 19,38 19,41 19,50
3 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,84 8,81 8,74 8,53
4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,04 6,00 5,91 5,63
5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,82 4,77 4,68 4,36
6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,15 4,10 4,00 3,67
7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,73 3,68 3,57 3,23
8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,44 3,39 3,28 2,93
9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,23 3,18 3,07 2,71
10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,07 3,02 2,91 2,54
11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 2,95 2,90 2,79 2,40
12 4,75 3,88 3,49 3,26 3,11 3,00 2,85 2,80 2,69 2,30
13 4,67 3,80 3,41 3,18 3,02 2,92 2,77 2,71 2,60 2,21
14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,70 2,65 2,53 2,13
15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,64 2,59 2,48 2,07
16 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,59 2,54 2,42 2,01
17 4,45 3,59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,55 2,49 2,38 1,96
18 4,41 3,55 3,16 2,93 2,77 2,66 2,51 2,46 2,34 1,92
19 4,38 3,52 3,13 2,90 2,74 2,63 2,48 2,42 2,31 1,88
20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,45 2,39 2,28 1,84
21 4,32 3,47 3,07 2,84 2,68 2,57 2,42 2,37 2,25 1,81
22 4,30 3,44 3,05 2,82 2,66 2,55 2,40 2,34 2,23 1,78
23 4,28 3,42 3,03 2,80 2,64 2,53 2,38 2,32 2,20 1,76
24 4,26 3,40 3,01 2,78 2,62 2,51 2,36 2,30 2,18 1,73
25 4,24 3,38 2,99 2,76 2,60 2,49 2,34 2,28 2,16 1,71
26 4,22 3,37 2,98 2,74 2,59 2,47 2,32 2,27 2,15 1,69
27 4,21 3,35 2,96 2,73 2,57 2,46 2,30 2,25 2,13 1,67
28 4,20 3,34 2,95 2,71 2,56 2,44 2,29 2,24 2,12 1,65
29 4,18 3,33 2,93 2,70 2,54 2,43 2,28 2,22 2,10 1,64
30 4,17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 2,27 2,21 2,09 1,62
40 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,18 2,12 2,00 1,52
∞ 3,84 2,99 2,60 2,37 2,21 2,09 1,94 1,88 1,75 1,00
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Додаток Е
Критичнi точки розподiлу Стьюдента (значення 𝑡кр, якi вiдповiдають

ймовiрностi α = 𝑃 (|𝑇 | > 𝑡кр) з 𝑘 ступенями вiльностi)

𝑘 α
0,2 0,1 0,05 0,02 0,01

1 3,08 6,31 12,71 31,82 63,66
2 1,89 2,92 4,30 6,96 9,92
3 1,64 2,35 3,18 4,54 5,84
4 1,53 2,13 2,78 3,75 4,60
5 1,48 2,02 2,57 3,36 4,03
6 1,44 1,94 2,45 3,14 3,71
7 1,41 1,89 2,36 3,00 3,50
8 1,40 1,86 2,31 2,90 3,36
9 1,38 1,83 2,26 2,82 3,25
10 1,37 1,81 2,23 2,76 3,17
11 1,36 1,80 2,20 2,72 3,11
12 1,36 1,78 2,18 2,68 3,05
13 1,35 1,77 2,16 2,65 3,01
14 1,34 1,76 2,14 2,62 2,98
15 1,34 1,75 2,13 2,60 2,95
16 1,34 1,75 2,12 2,58 2,92
17 1,33 1,64 2,11 2,57 2,90
18 1,33 1,73 2,10 2,55 2,88
19 1,33 1,73 2,09 2,54 2,86
20 1,33 1,72 2,09 2,53 2,85
21 1,32 1,72 2,08 2,52 2,83
22 1,32 1,72 2,07 2,51 2,82
23 1,32 1,71 2,07 2,50 2,81
24 1,32 1,71 2,06 2,49 2,80
25 1,32 1,71 2,06 2,49 2,79
26 1,32 1,71 2,06 2,48 2,78
27 1,31 1,70 2,05 2,47 2,77
28 1,31 1,70 2,05 2,47 2,76
29 1,31 1,70 2,05 2,46 2,76
30 1,31 1,70 2,04 2,46 2,75
40 1,30 1,68 2,02 2,42 2,70
60 1,30 1,67 2,00 2,39 2,66
120 1,29 1,66 1,98 2,36 2,62
∞ 1,28 1,64 1,96 2,33 2,58
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Додаток Є
Зведення деяких функцiональних залежностей до лiнiйної виду

𝑦 = 𝑘𝑥+ 𝑏

Функцiональна
залежнiсть

Аналiтичний
вираз Перетворення Позначення

Степенева 𝑦 = 𝑎𝑥λ ln 𝑦 = λ ln𝑥+ln 𝑎
ln𝑥 = 𝑋,
ln 𝑦 = 𝑌 , λ =
𝐾, ln 𝑎 = 𝐵

Показникова 𝑦 = 𝑎𝑝𝑥 ln 𝑦 = 𝑥 ln 𝑝+ ln 𝑎
ln 𝑦 = 𝑌 ,
ln 𝑝 = 𝐾,
ln 𝑎 = 𝐵

Модифiкована
експоненцiальна 𝑦 = 𝑎𝑒𝑘𝑥 ln 𝑦 = 𝑘𝑥+ ln 𝑎

ln 𝑦 = 𝑌 ,
ln 𝑎 = 𝐵

Логiстична 𝑦 =
𝑝

1 + 𝑎𝑒−𝑘𝑥

ln
(︁𝑝
𝑦
− 1
)︁
=

−𝑘𝑥+ ln 𝑎

ln
(︁𝑝
𝑦
− 1
)︁
=

𝑌 , ln 𝑎 = 𝐵

𝑦 =
𝑝

1 +
(︁𝑎
𝑥

)︁𝑘 ln
(︁𝑝
𝑦
− 1
)︁
=

−𝑘 ln𝑥+ 𝑘 ln 𝑎

ln𝑥 = 𝑋,
ln
(︁𝑝
𝑦
− 1
)︁
=

𝑌 , 𝑘 ln 𝑎 = 𝐵

Iррацiональна 𝑦 = 𝑛
√
𝑘𝑥+ 𝑏 𝑦𝑛 = 𝑘𝑥+ 𝑏 𝑦𝑛 = 𝑌

Гiперболiчна 𝑦 =
1

𝑘𝑥+ 𝑏

1

𝑦
= 𝑘𝑥+ 𝑏

1

𝑦
= 𝑌

Дрiбно-
рацiональна 𝑦 =

1

(𝑘𝑥+ 𝑏)𝑛
1
𝑛
√
𝑦
= 𝑘𝑥+ 𝑏

1
𝑛
√
𝑦
= 𝑌

Функцiя
Джонсона ln 𝑦 = − 𝑝

𝑞 + 𝑥
+ 𝑐

1

ln 𝑦 − 𝑐
=

−1

𝑝
𝑥− 𝑞

𝑝

−1

𝑝
= 𝐾,

−𝑞

𝑝
= 𝐵,

1

ln 𝑦 − 𝑐
= 𝑌
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