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В в е д е н и е.

В настоящей работе изучаются канонические почти геодезические отображения первого типа π1

пространств аффинной связности An на плоские пространства. Если не сказано иначе, размерность n

изучаемых пространств предполагается больше 2. Основные уравнения таких отображений сведены к за-
мкнутой системе типа Коши в ковариантных производных. Установлено количество существенных пара-
метров от которых зависит общее решение указанных отображений.

Подобные свойства ранее установлены для геодезических, голоморфно-проективных и F -планарных
отображений на (псевдо-) римановы пространства и их обобщений, см., например, [23, 4, 7, 7, 8, 18, 19,
20, 20, 14].
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1. Основные понятия и теоремы теории почти геодезических отображений

Напомним основные понятия и теоремы теории почти геодезических отображений пространств аф-
финной связности, которые изложенные в [23, 4].

Кривую, определенную в пространстве аффинной связности An, называют почти геодезической,
если вдоль нее существует двумерная параллельная площадка, содержащая ее касательный вектор.

Диффеоморфизм f между пространствами аффинной связности An и Ān называют почти геодези-
ческим отображением, если при этом отображении все геодезические линии пространства An переходят
в почти геодезические линии пространства Ān.

Для того, чтобы отображение пространства An на пространство Ān было почти геодезическим,
необходимо и достаточно, чтобы в общей по отображению системе координат x = (x1, x2, . . . , xn) тензор
деформации связностей Phij(x) = Γ̄hij(x)− Γhij(x) удовлетворял условиям:

Ahαβγλ
αλβλγ = aPhαβλ

αλβ + b λh,

где Ahijk = Phij,k+PαijP
h
αk, Γhij и Γ̄hij – объекты аффинной связности пространств An и Ān, λh – произвольный

вектор, a и b – некоторые функции переменных x1, x2, . . . , xn и λ1, λ2, . . . , λn. Здесь и в дальнейшем знак
" , " обозначает ковариантную производную по связности пространства An.

В [23, 4] выделены три типа почти геодезических отображений: π1, π2 и π3. Нами доказано [5], что
при n > 5 других типов не существует.

Почти геодезические отображения типа π1 характеризуются следующими условиями на тензор де-
формации:

Ah(ijk) = δh(iajk) + b(iP
h
jk), (1)

где aij – некоторый симметрический тензор, bi – некоторый ковектор, δhi – символы Кронекера, (ijk) –
обозначает симметрирование по указанным индексам без деления.

Если в указанном уравнении (1) выполняется условия bi ≡ 0, то отображения называют канониче-
скими почти геодезическими отображениями типа π1.

Известно [23, 4], что любое почти геодезическое отображение типа π1 можно представить в виде
композиции канонического почти геодезического отображения типа π1 и геодезического отображения.
Последнее можно считать тривиальным почти геодезическим отображением.

Известно [23, 4], что тензор Римана Rhijk пространства An связан с тензором Римана R̄hijk простран-
ства Ān соотношением

R̄hijk = Rhijk + Phi[k,j] + Phα[jP
α
k]i, (2)

где [jk] обозначает альтернирование по указанным индексам.
На основании (2) условия (1) представляются в виде

3(Phij,k + PαijP
h
αk) = Rh(ij)k − R̄

h
(ij)k + δh(kaij) + b(iP

h
jk). (3)

Если при отображениях (3) сохраняется тензор Римана и bi = 0, то фактически такие отображения
характеризуются следующими уравнениями

Phij,k + PαijP
h
αk = δh(kãij) (4)

где ãij – некоторый симметрический тензор.
Изучая условия интегрируемости уранений (4) находим [7]:

ãij,k = 1
(n− 1)(n+ 2)

(
n(PαijRαk − P

β
α(iR

α
j)kβ) +Rα(iP

α
j)k − P

β
αkR

α
(ij)β − P

β
α(iR

α
|k|j)β +

+(n+ 1) · (ãk(iP
α
j)α − ãα(iP

α
j)k) + 2 (ãijPαkα − ãkαPαij)

)
.

(5)
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Очевидно, уравнения (4) и (5) в данном пространстве An представляют собой систему типа Коши от-
носительно функций Phij и ãij , которые, естественно, должны удовлетворять еще конечным условиям
алгебраического характера

Phij(x) = Phji(x) и ãij(x) = ãji(x). (6)

Тем самым доказывается

Теорема 1. Для того чтобы пространство аффинной связности An допускало почти геодезическое
отображение, определяемое уравнениями (4), на пространство аффинной связности Ān, необходимо и
достаточно, чтобы в нем существовало решение смешанной системы типа Коши (4), (5), (6) относи-
тельно функций Phji(x) и ãij(x).

Установлено, что количество существенных параметров, от которых зависит общее решение такой
системы, не превышает r ≤ 1

2 n(n+ 1)2.
Когда тензор ãij тождественно обращается в нуль, то уравнения (4) принимают вид

Phij,k = −PαijPhαk. (7)

Уравнения (7) в аффинном пространстве вполне интегрируемы. Следовательно, имеют решение для
любых начальных значений Phij(x0). Если начальные значения такие, что Phij(x0) 6≡ δhi ψj(x0) + δhj ψi(x0),
то построенное таким образом решение устанавливает почти геодезическое отображение первого типа,
отличное от геодезического, аффинного пространства An на аффинное пространство Ān. Поэтому имеет
место

Теорема 2. Существует почти геодезическое отображение первого типа аффинного пространства на
себя, при котором все прямые переходят в плоские кривые, не все из которых являются прямыми.

Когда пространство Ān является плоским, то R̄hijk = 0. С учетом этого уравнения (3) принимают
вид

3(Phij,k + PαijP
h
αk) = Rh(ij)k + δh(kaij) + b(iP

h
jk). (8)

Очевидно, пространства An, которые допускают почти геодезические отображения первого типа,
характеризующимися уравнениями (8), являются (n-2)-проективными пространствами первого типа.

Допустим, что в уравнении (8) тензор bi = 0. Такие отображения, как было указано ранее, являются
каноническими почти геодезическими отображениями первого типа.

Таким образом, мы имеем уравнения

3(Phij,k + PαijP
h
αk) = Rh(ij)k + δh(kaij). (9)

Рассматривая (9) как систему типа Коши относительно тензора деформации Phij найдем условия их ин-
тегрируемости. Для этого ковариантно продифференцируем (9) по xm, а затем проальтернируем по ин-
дексам k и m. С учетом тождества Риччи после преобразований получим

δh[ka|ij|,m] + δhi aj[k,m] + δhj ai[k,m] =

= 3Phα(iR
α
j)km + PhαkR

α
(ij)m − P

h
αmR

α
(ij)k + am(iP

h
j)k − ak(iP

h
j)m +Rh(i|km|,j).

(10)

Условия интегрируемости (10) свернем по индексам h и m. В результате находим

ak(i,j) − (n+ 1) aij,k = 3P βα(jR
α
i)kβ + P βαkR

α
(ij)β − P

β
αβR

α
(ij)k +R(i|k|,j) + aα(iP

α
j)k − ak(iP

α
j)α. (11)

Проальтернируем уравнения (11) по индексам i и k. После преобразований получим

akj,i = aij,k +
1

n+ 2
(3P βα(jR

α
β)ki + 2P βα[iR

α
|j|k]β + P βα[kR

α
i]jβ +R[ik],j +Rj[k,i] + aα[iP

α
k]j + aj[iP

α
k]α). (12)
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В уравнении (12) поменяем местами индексы i и j. Получим

aki,j = aji,k +
1

n+ 2
(3P βα(iR

α
β)kj + 2P βα[jR

α
|i|k]β + P βα[kR

α
j]iβ +R[jk],i +Ri[k,j] + aα[jP

α
k]i + ai[jP

α
k]α). (13)

Подставив (12) и (13) в (11) находим

aij,k =
1

(n− 1)(n+ 2)

[
4P βα(jR

α
|βk|i) + (3n+ 5)P βα(iR

α
j)βk − (n+ 3)P βαkR

α
(ij)β + (n− 1)P βαβR

α
(ij)k−

−nR(i|k|,j) −Rk(i,j) −R(ij),k + 2(aijPαkα − akαPαij)− (n+ 1)(aα(iP
α
j)k − ak(iP

α
j)α)

]
.

(14)

Очевидно, уравнения (9) и (14) в данном пространстве An представляют собой систему типа Ко-
ши в ковариантных производных относительно функций Phij(x) и aij(x), которые, естественно, должны
удовлетворять еще конечным условиям алгебраического характера

Phij(x) = Phji(x) и aij(x) = aji(x). (15)

Тем самым доказывается

Теорема 3. Для того чтобы пространство аффинной связности An допускало почти геодезическое
отображение, определяемое уравнениями (9), на плоское пространство, необходимо и достаточно, что-
бы в нем существовало решение смешанной системы типа Коши (9), (14), (15) относительно функций
Phij(x) и aij(x).

Установлено, что количество существенных параметров, от которых зависит общее решение такой
системы, не превышает r ≤ 1

2 n(n+ 1)2.
Учитывая, что любое почти геодезическое отображение первого типа можно представить в виде

композиции канонического почти геодезического и геодезического отображений, в итоге имеем

Теорема 4. Все (n–2)-проективные пространства первого типа являются или пространствами An, в
которых имеет решение смешанная система типа Коши (9), (13), (14) относительно функций Phij(x)
и aij(x), или пространствами аффинной связности, допускающими геодезическое отображение на ука-
занные пространства An.
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