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Конформные отображения римановых пространств рассматривались во многих работах. При-
мечательно, что эти отображения имеют приложения в общей теории относительности.

Напомним основные понятия теории конформных отображений, изложенные в [1,2,3].
Рассмотрим отображение f риманова пространства Vn с метрическим тензором gij(x) на рима-

ново пространство V̄n с метрическим тензором ḡij(x).
Отображение f : Vn → V̄n называют конформным, если в общей по отображению системе коорди-

нат x = {x1, x2, . . . , xn} между метрическими тензорами gij(x) и ḡij(x) пространств Vn и V̄n имеет
место зависимость

ḡij(x) = e2ψ(x) · gij(x), (1)
где ψ(x)—некоторый инвариант.

Из (1) следует, что при конформных отображениях углы между касательными векторами сохра-
няются, а длины соответствующих векторов пропорциональны, причем коэффициент пропорцио-
нальности зависит только от точки. Этими геометрическими свойствами конформные отображения
одного риманова пространства Vn на другое риманово пространство V̄n характеризуются полно-
стью.

Из (1) следует, что между символами Кристоффеля второго рода пространств Vn и V̄n имеется
зависимость

Γ̄hij(x) = Γhij(x) + ψi(x) δ
h
j + ψj(x) δ

h
i − ψh(x) gij(x),

где ψi(x) = ∂ψ/∂xi, ψh = ghαψα, gij —компоненты обратной матрицы к матрице ∥gij∥, δhi —
символы Кронекера.

Вопрос о том, допускает или не допускает риманово пространство Vn (n > 2) конформное отоб-
ражение на некоторое пространство Эйнштейна V̄n был сведен Г. Бринкманом [4] к проблеме су-
ществования решения некоторой нелинейной системы дифференциальных уравнений типа Коши
относительно (n+ 1) неизвестных функций.

Основные уравнения указанных отображений сведены к линейной системе дифференциальных
уравнений в ковариантных производных типа Коши, при помощи которой удалось оценить сте-
пень мобильности римановых пространств относительно конформных отображений на простран-
ства Эйнштейна (см. [5,6]).

Напомним, что пространство аффинной связности называют Риччи симметрическим, если тен-
зор Риччи в нем абсолютно параллелен.

Рассмотрим конформное отображения римановых пространств Vn на Риччи-симметрические ри-
мановы пространства V̄n, которые характеризуются условиями на тензор Риччи

R̄ij|k = 0

где “ | ”— ковариантное дифференцирование в V̄n.
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Теорема. Для того, чтобы риманово пространство Vn допускало конформное отображение на
Риччи-симметрическое пространство V̄n, необходимо и достаточно, чтобы в нем существовало
решение замкнутой смешанной системы уравнений типа Коши в ковариантных производных
относительно функций ψi(x), µ(x) и R̄ij(x) (= R̄ji(x)):

ψi,j = ψiψj −
µ

n− 2
· gij +

1

n− 2
(R̄ij −Rij),

µ,j = gαβ
(
(n− 2)Rγβjαψγ + (n− 1)ψαR̄βj −Rαjψβ

)
+

(n− 1 + gαβ Rαβ)ψj ,

R̄ij,k = ψiR̄jk + ψjR̄ik + 2ψkR̄ij − gαβ ψβ (gikR̄αj + gjkR̄αi).

Очевидно, общее решение замкнутой смешанной системы уравнений типа Коши в ковариантных
производных зависит не более чем от 1/2 (n+ 2) (n+ 1) существенных параметров.
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